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Introduccio

El meu interés per aquest tema prové de I’estudi historic de la fisica.
Avui sembla clar que la historia d’una ciéncia d’aquest tipus empirico-
formal' no és pas acumulativa sindé que avanga a revolucions.? En aquesta
historia es produeixen de tant en tant moments singulars en els quals una
problematica, que havia fet entrar en crisi el quadre cientific vigent, és
atacada en una direcci6 nova mitjangant la introduccié de conceptes i de
formalismes nous. Els conceptes son tipicament fisics, els formalismes, ma-
tematics. Per exemple, amb la revolucié6 newtoniana que crea la dinamica,
hi foren introduits clarament els conceptes de ‘“massa” (contraposada al
“pes” i a la simple “extensi6” o quantitat de matéria cartesiana) i de
“for¢a” (contraposada a la “quantitat de moviment” i a la ““inércia”, amb
les quals era mig barrejada en el concepte medieval d’*‘impetu’’). Perdo hom
hi introdui alhora un formalisme matematic nou, el cilcul diferencial, que
Newton elabora en forma de “teoria de fluxions™.

Al segle XIX hi ha una altra revoluci6 de la fisica, que origina I’electro-
dinamica classica, portada per Maxwell, sota la inspiraci6 de Faraday. El
concepte fisic nou és el “camp electromagnétic’’, amb els quatre vectors
d’intensitat i d’inducci6 eléctriques i magnétiques, la definicié6 fenomenolo-
gica dels quals exigia un esfor¢ enorme d’abstracci6. El formalisme matema-
tic necessari per a treballar aquests camps de vectors, que avui és anomenat
“analisi vectorial”’, inclou els conceptes tipics de divergéncia i de rotacional
i els teoremes tipics de Gauss i de Stockes. El que ara ens volem preguntar
és quin origen tingué aquest formalisme. La resposta esquematica és que
'analisi vectorial pren existéncia com a “‘calcul de quaternions” en els__

1. El que direm tot seguit é més propi de ciéndes com la fisica, que combinen radicalment tots
dos elements d’experiéncia i formalisme. L’element formal domina en ies matematiques, perd
reflexionant sobre I’evoluci6 historica d’aquestes també es pot arribar a un esquema anileg [cf.
LAKATOS-1970].

2. E text ja antoldgic sobre aquest tema és KUHN-1962. Encara que s’hi pretengui oposar, creiem
que TOULMIN-1972 coincideix en les idees basiques.
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estudis de Sir William Rowan Hamilton i de Peter Guthrie Tait [sobretot,
HAMILTON-1853 i-1866, i TAIT-1867a], i com a tal fou introduit timida-
ment per James Clerk Maxwell al seu “Tractat d’electricitat i magnetisme”
[MAXWELL-1873a]. La transformacié d’aquest calcul de quaternions en
‘“andlisi vectorial” fou obra de Josiah Willard Gibbs [GIBBS-1881] i d’Oli-
ver Heaviside, que a més en desenvolupa extensament les aplicacions a
I'electrodinamica [HEAVISIDE-1893a).

Els cinc autors que acabem de citar justifiquen ben bé de sobres el
caracter “fisic” d’aquests origens de I'andlisi vectorial. No obstant aixo,
aquesta de seguida desborda la fisica, car és la base de la nostra actual
geometria métrica, i ’arrel de la geometria diferencial i ddhuc de I’analisi
funcional. Doncs, fent un esfor¢ d’objectivitat historica, miraré d’esbrinar
en la génesi de I'andlisi vectorial, ultra aquesta linia fisica, altres linies
d’especulacié purament matematica.> Per molt que la doble interaccié en-
tre ambdues linies —pel llenguatge i per la inspiraci6— sigui un tema interes-
sant en la recerca historica actual.*

En vista de ’abundant literatura publicada aquests darrers quinze anys
sobre aquesta historia de I’analisi vectorial,® en la qual hi ha dos llibres
enters i dues tesis doctorals d’historia de les ciéncies, no esperem que el
nostre treball faci grans aportacions originals. Pretenem ésser 1tils a aquell
que desitgi introduir-se al tema, oferint-1i’'n un esquema simplificat, i orien-
tant-lo cap a les fonts primaries, en les quals donat el cas ell mateix podra
estudiar directament tal o tal episodi d’aquesta historia.

Tal com ja ho hem indicat, la nostra historia passa per dues etapes: la
introducci6 del calcul de quaternions, i la transformacié d’aquest en analisi
vectorial. Abans de les dues seccions que tracten d’aquestes etapes histori-
ques, en dedicarem una altra a la prehistoria del concepte de vector.

1. Prehistoria del concepte de vector

Indicarem tres linies de pensament que prefiguren vagament el nostre
concepte de vector. La primera és fisica, les altres dues, matematiques. Ens
detindrem en la darrera d’aquestes perqué va intimament lligada amb l'eta-
pa quaterniOnica de la nostra historia.

3. Reconec malgrat tot com a defecte el descuit de la linia matematica tipificada a GRASS-
MANN-1844, que és objecte d’estudis recents [HERTZBERGER-1966, LEWIS-1977]. No obs-
tant aixd, aquesta linia té una influéncia minima en la creacié de I'analisi vectorial que presen-
tem.

4. Vegeu BOCHNER-1966, MAURIN-MICHALSKI-1977, POGREBYSSKIF1968, STULOFF-1966
i, YEZZI-1969.

5. Es especialment valués CROWE-1967a i 'abundant bibliografia que conté. Altres treballs recents
sé6n APOLIN-1970, BORK-1964, -1966, -1967, CROWE-1967b, DOBROVOL'SKII-1968, JOI-
NER-1972, MOON-1965, PAWLIKOWSKI-1967, STOLZE-1978 i TRUESDELL-1953.
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1.1 Parallelogram de velocitats i de forces

La primera figura® dels Principia NEWTON-1687, 13] il-lustra la cone-
guda regla del paral-lelogram, que és explicitament formulada en els dos
primers corol-laris que van immediatament darrera les tres lleis del movi-
ment. En el corol-lari 1 la regla del paral-lelogram és aplicada a la composi-
ci6 de velocitats (més exactament, a la composicié6 de desplagaments efec-
tuats uniformement en un mateix temps) i en el corol-lari 2 és aplicada
clarament a la composici6 de forces. A la tercera edici6 dels Principia (la
més autoritzada, car fou la darrera en vida de Newton) aquesta figura és
repetida idénticament a la plana de l'esquerra i a la de la dreta
[NEWTON-1687 (*1726), 14 i 15], com si hom volgués subratllar la dife-
réncia d’ambdues aplicacions. No obstant aix0, podem veure, als manuscrits
de Newton que mostren la génesi d’aquest fragment dels Principia, que el
mateix Newton confonia, al principi, aquestes dues aplicacions.” Alguns
fisics coetanis defensaren la necessitat d’introduir un postulat a priori per a
establir la composici6 de forces segons la llei del paral-lelogram
[BERNOULLI-1726]. Newton de fet passa de la composicié de velocitats
a la composici6é de forces en virtut de la segona de les lleis del moviment,
lleis formulades just abans, i altres autors posteriors remarquen com és de
notable aquesta demostraci6 [THOMSON-TAIT-1867, *244, = n. 255].8

~La idea de compondre velocitats (o desplagaments uniformes) per mitja
de la regla del paral-lelogram ja era coneguda pels grecs. En aquest sentit els
historiadors de la ciéncia® citen la “Mecanica” falsament atribuida a Aris-
totil [ARISTOTIL-Mechanica, 95-96] i la d’Her6-d’Alexandria [HERO-Me-
chanica, cf. COHEN-DRABKIN-1948, *223-224]. Hom també sol citar Ar-
quimedes, el seu llibre ‘“‘Sobre les espirals” [ARQUIMEDES-Oeuvres, 2,
237-299), encara que el que propiament hi fa és donar la definicié geomé-
trica d’espiral [ibidem, 261] com a composicié d’'un moviment de rotacié
uniforme amb un altre d’allargament uniforme d’alld que serd anomenat
“radi vector” (o “radi que transporta” o traga la corba).

Al segle XVI hom estudia la composici6 de totes dues coses: velocitats i
forces.!® Giovanni Battista Benedetti tracta la primera [BENEDETTI-1585,
160] i Simon Stevin la segona [STEVIN-1586]. Aquest estudia la com-
posicié de forces al seu tractat d’estiatica i ’enuncia d’una manera no-

6. Sobre P'interés de Newton en la publicacid d’aquesta figura dins el text i separada de la figura
seglient vegeu la seva carta a Halley del 14 de juliol del 1686, a NEWTON-Correspondence 2,
444 i Plate IV.

7. Vegeu-ne els manuscrits publicats a HALL-HALL-1962, 15, 158, 243, HERIVEL-1965, 182,
108, 246, 257, 292, 294, 304, NEWTON-Papers 6, 30, 74, 96, 562. Fixeu-vos que segons la
materialitat d’alguns d’aquests textos en el dibuix del paral-lelogram el costat AB representa un
desplagament i el costat AC una forga.

8. Sobre I'errada en la demostracid de Laplace i la deteccid d’aquesta pel jove Hamilton vegeu
GRAVES-1882, 1, 661-662.

9. Vegeu, per exemple, CLAGETT-1959, 4-5, 41 i DUHEM-1905, 1, 5-12.

10. Vegeu per exemple JAMMER-1957.
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només aparentment diferent de la nostra regla del paral-lelogram: tres for-
ces que, representades amb la intensitat i la direcci6, tanquen un triangle, es
compensen. Al cap d’un segle Pierre Varignon déna explicitament el teore-
ma del paral-lelogram de forces [VARIGNON-1687], justament el mateix
any que Newton publica els seus escolis en la primera edici6 dels Principia.

Des del punt de vista matematic assenyalem que aquesta composici6 de
velocitats o de forces no és pas considerada propiament una suma, car
encara no és clara la nocié de vector considerat com una quantitat matema-
tica capa¢ d’addicié (ja veurem com acabara rebent aquest caracter el segle
XIX, per mitja del nombre complex i quaternionic). Perd des del punt de
vista fisic aquesta composicié de velocitats i de forces impulsara indirecta-
ment ’estudi dels vectors, car en fa patent la utilitat. D’altra banda, aquest
mateix vector de forga entrara a la teoria de camps com a “forga electromo-
triu resultant”, “for¢ca magnética”, etc., i exigira I’elaboracié d’una analisi
vectorial.

1.2 L’“analysis situs’’ de Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz enyora la peca basica de la geometria métrica
i exemplifica aixi una Ifnia d’elucubracié6 purament matematica que no
arribard pas a dur a terme. Vegem com expressa els seus ideals profétics en
una carta dirigida a Huygens del 8 de setembre del 1679 [LEIBNIZ-16791]:
“Encara no estic content amb I’algebra, perqué en geometria no dbéna pas
els métodes més curts ni les construccions més belles. Per aixo crec que, pel
que fa a la geometria, ens cal una altra analisi clarament geométrica o lineal
que expressi directament el situs [= situacid, posicié], com l’dlgebra ex-
pressa la quantitat. Crec que he trobat el métode i que podem representar
figures i adhuc maquines i moviments per mitja de cariacters, com I’dlgebra
representa nombres o quantitats. Us envio un assaig que a mi em sembla
important”. Pero, analitzant I’assaig, ens podem adonar que les realitzacions
en so6n pobres. Hi introdueix la nocié de congruéncia de triangles i de seg-
ments rectilinis, per tal d’estudiar els llocs geométrics dels punts que satis-
fan certes relacions de congruéncia. Per6 aquestes relacions no depenen, per
res, de I'orientaci6 dels segments, només de llur longitud. Es a dir, en aquest
assaig no hi ha res que anticipi la noci6 de suma —i encara menys la de
producte— vectorial. Ni tan sols la noci6é de vector oposat.

No podem pas considerar que aquestes ratlles de Leibniz fossin les
inspiradores de treballs fets ulteriorment, car no foren publicades fins al cap
d’un segle i mig, el 1833. Malgrat tot, mereixen un estudi historic
[FREUDENTAL-1954].

1.3 La representacio geométrica dels nombres complexos

El descobriment d’aquesta representacio, i amb aquest la introduccié de
vectors al pla, fou dut a terme independentment, pel cap baix, per sis
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matemadtics, durant més de trenta anys. Els documents originals en sén
WESSEL-1799, ARGAND-1806, BUEE-1806, WARREN-1828,
MOUREY-1828 i GAUSS-1831. Aquest darrer, tal com veurem, en un tre-
ball del 1799 ja emprava implicitament aquesta representacié, de manera
que podem, també, sistematitzar aquests descobriments en tres parells simul-
tanis separats 7 i 22 anys respectivament.

La historia d’aquests descobriments també ha estat estudiada unes
quantes vegades.!! En vista de la connexié d’aquesta historia amb la dels
quaternions de Hamilton, la tornarem a recorrer breument fixant-nos en els
intents d’extensié del pla complex a un espai tridimensional, i en les possi-
bles influéncies d’aquests treballs damunt el descobriment de Hamilton.

Caspar Wessel (1745-1818) és un matemadtic noruec que exposa el seu
estudi “Sobre la representacié analitica de la direcci6” a la Reial Académia
de Dinamarca el 1797 (les actes foren publicades en danés al cap de dos
anys, WESSEL-1799; la traduccié francesa n’aparegué al cap d’un segle!).
Vegem com hi exposa per primer cop el concepte de vector, sota el terme
de “Ifnia’: ‘““Aquest assaig tracta la manera com podem representar analfti-
cament la direcci6; aix0 és, com expressar lfnies de manera que en una sola
equacio, en la qual intervinguin Iinies desconegudes junt amb altres de cone-
gudes, puguin ésser-hi expressades totes dues coses alhora: la longitud i la
direccio de la linia desconeguda”. La suma de vectors, també la defineix fa-
cilment (sense esmentar la regla del paral-lelogram): ‘“‘Dues linies se sumen
unint-les de manera que la segona linia comenci alld on acaba la primera i
després tragant una lfnia recta des del primer punt fins al darrer de les
linies unides”. D’aquesta suma, n’estudia la propietat commutativa i la
possible extensié a “linies” no coplanars. La representacié del producte de
nombres complexos podria ésser transcrita en un text actual amb 1’'inic
canvi d’anomenar i, en comptes de e,laVv/ — 1: “Designem amb + 1 la Ifma
unitat positiva, i amb + € una altra certa unitat perpendicular a la unitat
positiva que surt del mateix origen; llavors I’angle de la direcci6é de + 1 val
0°, el delade — 1, 180°, el de la de + €, 90° i el de la de — e, — 90° 0 270°.,
Segons la regla que diu que I’angle de la direccié del producte ha de valer
com la suma dels angles dels factors, tenim: (+ 1) (+ D)=+ 1; ... (+ €)(+ €)
=—1;(+eX(—€e)=+1;(—€e)(—e)=—1".

“Veiem doncs que € val /—1; i els distints productes son determinats
de manera que hom no contravingui a cap de les regles ordinaries d’aquesta
operacio”.

D’aquestes “linies”, que escriu en la forma a + eb, o amb coordenades

11. Crowe [CROWE-1967a, 14, n. 13] en cita vuit narracions, a partir de la historica: PEACOCK-
1834, esmentada pel mateix Hamilton [HAMILTON-1853, notes de pp. (31) i (56)]. Les cites
que corresponen al nostre segle son CAJORI-1912, COOLIDGE-1924, WINDRED-1929, i JO-
NES-1954. A aquestes cal afegir KIEFER-1967 i ITARD-1969.
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polars, r(cos v + € sin v), en dona correctament les regles de multiplicacio,
divisi6 i potenciacib.

La cosa més important d’aquest primer document és, certament, I’in-
tent fallit de generalitzar-ne I’estudi a “linies” de I’espai tridimensional. Per
a fer-ho introdueix una altra /—1 que anomena 7 i fixa una base ortonor-
mal, 1, n, e. Ara una linia té I’expressié general x + ny + €z. El treball
defineix facilment els productes dins els plans (1, ) i (1, €), que s6n entera-
ment analegs, perdo no pot pas anar més enlld. Li manca saber el valor del
producte ne (o en, car el suposa indubtablement commutatiu). L’interés
d’aquest intent, encara que sigui fallit, és molt gran per a un estudi compa-
rat de ’avan¢ matematic. Veurem que és aquest mateix problema que obli-
gd Hamilton a crear els quaternions. Perd, histdoricament parlant, aquest
treball de Wessel no influf ni sobre Hamilton ni sobre cap altre dels mate-
matics dels quals som hereus, car romangué del tot desconegut durant un
segle sencer, fins que no fou traduit del danés al francés.

La nostra representacié dels nombres complexos és certament hereva
dels estudis de Jean Robert Argand (1768-1822). El seu ‘““Assaig d’una
manera de representar les quantitats imaginaries en les construccions geo-
metriques” fou publicat a Paris [ARGAND-1806]. La segona edici6
d’aquesta obra [2 1874] recull, en cinc apéndixs, un conjunt de treballs i de
cartes de Jacques-Frédéric Francais, Francois-Joseph Servois i el mateix
Argand, que divulgaren aquest descobriment i en completen el quadre histo-
ric. Tots aquests foren publicats a la revista Annales de Mathématiques,
editada per Joseph Diaz Gergonne, durant els anys 1813-1814, i ens hi
haurem de referir en el nostre comentari.

L’ ““Assaig” d’Argand vol justificar el caracter no pas absurd de les quan-
titats negatives i imagindries. Per a fer-ho introdueix, a partir d’un origen, la
nocié6 de “lfnia dirigida” (‘“ligne dirigée”, “ligne en direction”, o “ligne
considerée comme appartenant a une certaine direction”: ARGAND-1806,
*11). Una linia dirigida és designada mitjangant dues lletres cobertes amb
una ratlla i que representen el ‘“‘punt de partida” i el “punt d’arribada’ de la
linia [ibidem, *18]. Com a generalitzacio de les operacions amb quantitats
reals sobre una escala, Argand introdueix amb detall la suma i el producte
d’aquestes linies dirigides, que representen quantitats complexes. El pro-
ducte és en realitat introduit a partir de la nocié de proporcié entre parells
de linies dirigides, basada en la idea de semblanga geométrica. En ocasi6 de
la suma, introdueix de passada la regla del paral-lelogram i parla de descom-
pondre una linia dirigida seguint dues direccions donades; perd no fa cap
al-lusié cinematica o dinamica, encara que poques planes abans hagi al-ludit
a la representaci6 de forces mitjangant linies dirigides [ibidem, *19 i *10].
Les aplicacions que tracta extensament son més aviat de tipus geométric,
trigonomeétric i algébric. Entre aquestes destaca la demostraci6 intuitiva,
que tanca l’assaig, del teorema general de I’algebra, I’existéncia de n solu-
cions de I’equaci6 de grau n.
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Aquest assaig tingué una difusi® molt reduida [cf. ARGAND-1813,
133]. Aixd explica que, passats set anys, fos publicada als Annales de
Mathématiques una memoria de J.-F. Francais [FRANCAIS-1813a] on hi
ha una representacié totalment analoga. La seva representacié és més siste-
matica i la seva terminologia més clara, car designa les “‘rectes de magnitud i
posicié6 donades” per mitja d’una lletra llatina, que correspon al modul (o
“magnitud absoluta”), amb un subindex grec que correspon a I’argument.
Al final de la memoria confessa honradament que les idees basiques
d’aquesta representacié no son originals seves sin6 que provenen d’una carta
escrita per A. M. Legendre al seu germa difunt, on li comunica al seu torn
les idees d’un altre matematic que Frangais volia descobrir. Al mateix vo-
lum dels Annales de Mathématiques hi ha la carta on Argand, immediata-
ment, manifestd que era el matematic cercat, i en la qual dona la referéncia
i una amplia condensaci6 de la seva memoria del 1806 [ARGAND-1813].

A la fi d’aquest resum Argand hi afegeix quelcom de nou: els seus
primers intents d’estendre aquesta representacid geométrica a tres dimen-
sions. Per fer-ho introdueix una tercera linia d’unitat, ortogonal a 1 i a
/=1, que creu que pot representar per mitja de la poténcia (V—1)V*. No
trigd gaire a aparéixer una altra carta de Francais [FRANCAIS-1813b] ala
mateixa revista, en la qual també mira d’estendre la representacié a tres
dimensions, fixant la posicid d’una recta a I’espai per mitja d’un argument,
també, complex. En una postdata d’aquesta mateixa carta critica I'intent
d’Argand i mostra que amb expressions del tipus de (/—1)V ™ no es pot
pas sortir del pla complex. La critica més dura als intents d’Argand i de
Francgais vindra, perd, de la ploma de F.-J. Servois [SERVOIS-1813], a la
qual tots dos respongueren [FRANCAIS-1814, ARGAND-1814], sempre a
la mateixa revista. La resposta d’Argand es clou amb una demostracié més
polida del teorema general de 1’algebra.

Historicament la conclusi6é de la critica de Servois és interessant, car hi
subratlla com és de problematic estendre la representacié del pla a I’espai
substituint el binomi complex per un “trinomi” [SERVOIS-1813, 235]:
“L’analogia sembla que hagi d’exigir que el trinomi tingui la forma

pcosa+ qcosf+ rcosy,

on a, B i siguin els angles d’una recta amb els tres eixos rectangulars; i que
hom tingui

(pcosa+ qcosB+ rcosy)p' cosa+ q cosB+ 1’ cosy)=
=cos? a+ cos? B + cos? y=1.

Els valorsde p, q, 1, p', q', I' que satisfessin aquesta condicié serien absurds,
perd ;podrien ésser imaginaris, reductibles a la forma general A + B
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v/—1? Heus aci una qilesti6 d’andlisi ben singular que sotmeto a la vostra
clarividéncia. El sol fet de proposar-vos-la manifesta prou clarament que jo
no crec de cap manera que tota funcidé analitica no real sigui realment
reductible a la forma A + B{/—1.”

Al cap de quaranta anys Hamilton qualificara aquest paragraf com “‘el
maxim acostament a una anticipacio dels quaternions” i comentara amb
entusiasme [HAMILTON-1853, p. (57), nota}: “els sis no-reals que aixi pre-
veié Servois amb una sagacitat notable, sense poder-los determinar, ara
poden ésser identificats amb els simbols de la teoria de quaternions, alesho-
res desconeguts, + i, + j, +k, —i, —j, —k; si més no aquests simbols satisfan
justament la condicio proposada per ell i donen una resposta a la seva *“sin-
gular qiiestié’’. Hamilton acaba dient que ell no conegué aquest escrit fins
bastant després d’haver descobert els quaternions i publicat els primers
articles sobre aquests [HAMILTON-1844a, b...].

La “Memoria sobre les quantitats imaginaries” de I’Abbé Buée [BUEE-
1806] fou publicada en frances a les Transactions of the Royal Society, de
Londres, el mateix any que I’“Assaig” d’Argand era publicat a Paris. Pero la
“Memoria” de Buée és molt més confusa i ingénua que I’““Assaig’ d’Argand,
i exerci poca influéncia [cf. ARGAND-1814, 209; HAMILTON-1853, p.
(57), nota].

Al cap de vint-i-dos anys C. V. Mourey publica ‘“La veritable teoria de
les quantitats negatives i de les quantitats pretesament imaginaries” [MOU-
REY-1828]. En aquest tractat excel-lent hom torna a pretendre descobrir la
representacié dels nombres complexos. Hi afirma que la representaci6 de la
seva dlgebra pot ésser estesa a tres dimensions [ibidem, 95], perod no sembla
pas que hagués publicat mai tal extensio.

El mateix any el Rev. John Warren publica el “Tractat sobre la repre-
sentaci6 geomeétrica de les arrels quadrades de quantitats negatives”
[WARREN-1828]. Es un llibre clar que, quan defineix la suma i el produc-
te, fa remarcar la importancia de les propietats avui anomenades commuta-
tiva, associativa i distributiva. A més, sembla que aquest llibre ja era conegut
el 1829 per Hamilton [cf. GRAVES-1882, 3, 190; HAMILTON-1844b,
489-495; -1853, p. (31)]. Pero aquest “Tractat’” no fa pas cap intent de
representaci6 tridimensional.

Citem finalment, entre els descobridors de la representacié dels nom-
bres complexos, el nom de Carl Friedrich Gauss. La seva primera publicacio
explicita sobre el tema encara és tres anys posterior [GAUSS-1831], pero hi
assegura que ja coneixia aquesta representacié de feia molts anys, cosa que
pot ésser comprovada a la seva ‘““Demonstratio nova” del 1799. Aquesta
comprovaci6 ha estat rigorosament duta a terme [COOLIDGE-1924,
28-29]. D’altra banda, el treball de Gauss del 1831 contribui molt i molt a
difondre i fer acceptar aquesta representacié dels nombres complexos entre
els matematics del moment, i aixd que Gauss considerava que tal represen-
taci6 era una pura ajuda intuitiva i no pas una justificacié dels nombres
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complexos. Sembla que Hamilton no conegué aquest treball de Gauss abans
del 1852, encara que el 1845 ja havia sentit parlar del seu intent d’elaborar
una “algebra triple” [cf. GRAVES-1882, 3, 311-312].

2. Elaboracio del cilcul de quaternions

Primer veurem com Sir William Rowan Hamilton descobri la idea de
quaterni6 i després farem la ressenya de les publicacions més importants
que establiren aquesta idea, amb tots els seus desenvolupaments i aplica-
cions, com una veritable conquesta intel-lectual. Un apartat especial sera dedi-
cat a Peter Guthrie Tait, successor de Hamilton en aquest imperi intel-lectual.

2.1 Génesi del descobriment de Hamilton

L’irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) excelli des de la
joventut en ’estudi de les llengiies i de la fisica matematica. Als trenta anys
ja havia conquerit una reputaci6 internacional amb les seves teories i predic-
cions Optiques i amb el seu formalisme general de la dindmica. Aixo darrer
justifica a bastament que Jacobi ’anomenés ‘“‘le Lagrange de votre pays”
[GRAVES-1882, 3, 509]. El 1843, a trenta-vuit anys, féu el descobriment
dels quaternions, als quals, exclusivament, dedica els darrers vint-i-dos anys
de la seva vida.

La génesi del descobriment va intimament lligada als seus treballs sobre
els nombres complexos, encara que no només a la intuicié geométrica
d’estendre’n la representacié a I’espai tridimensional. En efecte, el 1837 li
fou publicat el treball “Teoria de les funcions conjugades o dels parells
algébrics, amb un assaig preliminar i elemental sobre I’algebra com a ciéncia
del temps pur” [HAMILTON-1837]. Segons aquest assaig, de caracter ex-
pressament filosofic inspirat en Kant, 1’dlgebra, des del punt de vista teoré-
tico-cientific (no de Iartificial-utilitari ni del lingiifstico-formal), és una
ciéncia de la intuici6 pura de temps, de la mateixa manera que la geometria
ho és de la d’espai. La tercera part d’aquest treball, redactada basicament el
1833 [cf. GRAVES-1882, 2,144], presenta els nombres complexos com
“parells algébrics” (a, b) de nombres reals. Defineix escaientment la suma i
el producte de tals parells, subratllant-ne les propietats commutativa, asso-
ciativa i distributiva. Finalment mostra I’equivaléncia d’aquests parells amb
les expressions a + bV —1, el simbol vV —1 de les quals és “absurd dins la
teoria de nombres simples”. El seu intent és, doncs —com el d’Argand—, de
justificar els nombres imaginaris. Pero per ell, com per Gauss, la representa-
ci6 geométrica, en aquest punt, és secundaria. La imatge que guia Hamilton
és la d’un parell de moments cronologics. Comprovem-ho en la conclusidé
del seu treball, en la qual expressa a més I’esperanga que té de generalitzar
aquesta teoria de parells a una “teoria de triplets’ i a una teoria de “con-
junts de moments’ cronologics (o “‘poliplets”, tal com veurem que també
els anomena). El treball acaba aixi [HAMILTON-1837]: *... la present
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Teoria de Parells ha estat publicada ... a fi de mostrar de quina manera
certes expressions, que en la concepcié ordinaria semblen merament simbo-
liques i impossibles d’ésser interpretades, poden entrar en el moén del pensa-
ment i adquirir-hi realitat i significacié si hom concep I’dlgebra, no com un
simple Art o Llenguatge, sin6 com una Ciéncia del Temps Pur. L’autor
espera publicar més endavant moltes altres aplicacions d’aquesta concepcio,
especialment a Equacions i Integrals, i a la Teoria de Triplets i Conjunts de
Moments, Passos i Nombres, que inclou com a cas particular aquesta Teoria
de Parells”.

Segons la ressenya historica que prologa el seu primer llibre sobre qua-
ternions [HAMILTON-1853, p. (39)], I’'any 1830 Hamilton ja maldava per
establir una teoria de triplets. Llavors els considerava geomeétricament i en
coordenades polars i —per generalitzaci6 dels nombres complexos— propo-
sava definir un producte, no distributiu!, que consistia a multiplicar els mo-
duls i a sumar els angles polars i els azimutals. I el 1836 escrivi a John T.
Graves (matematic germa del Rev. Robert Perceval, autor de la biografia de
Hamilton que citem tot sovint) enviant-li altres intents semblants de multi-
plicaci6 de triplets que també violaven la propietat distributiva [ibidem, pp.
(36)-(38)).

El 1841 Hamilton rebé una carta del professor londinenc Augustus de
Morgan que li posava en qilestid les esperances de trobar una “teoria de
triplets” i li enviava alhora el seu article “Sobre la fonamentaci6é de I’alge-
bra”, en el qual comentava el treball de Hamilton i quant problematics eren
tals triplets [ibidem, pp. (41)(42)]. Vegem, en la resposta de Hamilton,
quina esperan¢a tenia el 1841 de resoldre aquests problemes [GRA-
VES-1882, 2, 343):

“Pel que fa als Triplets, encara que abans em pensava que tenia quelcom
de digne d’ésser publicat sobre aquests, he de reconéixer que no he pogut
resoldre mai el problema que m’acabeu d’assenyalar com el més important
d’aquesta branca de I’algebra (futura): assignar dos simbols Q i w , tals que
I’equacio simbolica

a+bQ+cw=a +b; Q+c, w
impliqui les tres equacions
a=a,b=by ,c=c¢,.
Perd si la concepcid que tinc de I’algebra és correcta, ha d’ésser possible,
d’una manera o altra, introduir-hi no solament triplets siné també poliplets,

per tal que, en cert sentit, se satisfaci I’equaci6é simbolica

a= (al s A2y .ee al‘l)3
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on a és un unic simbol que indica un pensament Unic (complex), i a,,
a,, ... a, denoten n nombres reals, positius o negatius, o amb altres paraules
n dates, en el sentit cronologic del mot, excloent-ne només tragos i mesures
externs i la noci6 de causa i efecte”’.

Fixemrnos que aquest concepte de “‘poliplet’ supera la intuicié geomé-
trica, i que en particular el concepte de ‘‘quadruplet” pot haver inspirat la
idea de quaterni6. No obstant aixo, tal com ja ho veurem, en el descobri-
ment d’aquest intervenen clarament elements geomeétrics, i el quart terme hi
apareix sense que ningi no ho hagi pretés. La qual cosa no vol dir que
P'acceptacié no en fos més facil a qui ja era familiaritzat amb el concepte de
poliplet.

El descobriment dels quaternions fet per Hamilton pot ésser datat amb
tota la precisi6 el 16 d’octubre del 1843. Dos documents fixen aquesta
data: I’acta de la reuni6 de la Reial Académia Irlandesa d’aquest mateix dia
[IRISH-ACAD-1843] i la carta que I’endema Hamilton escrivi al matematic
John T. Graves [HAMILTON-1843]. La génesi cientifica del descobriment
ha estat descrita pel mateix Hamilton [HAMILTON-1853, pp. (44)(48)] i
també per Tait [TAIT-1890], i estudiada per historiadors de les ciéncies en
I’ocasi6 del seu centenari [WHITTAKER-1944 i MacDUFFEE-1945] i
adhuc més recentment [WAERDEN-1973, HANKINS-1977].

Comencem, per0O, assaborint-ne el context huma tal com el reconstrui
Hamilton mateix al cap de 22 anys en una carta escrita al seu fill gran,
Archibald. A fi de satisfer la curiositat d’aquest, Hamilton li conta de cap i
de nou el descobriment, implicant-lo a ell en la historia, i presentant-lo com
tota una epopeia familiar que féu patir els fills, la mare i el pare [GRA-
VES-1882, 2, 434-435):

“Em permetré de parlar de mi a proposit d’aix0, perd ho faré de manera
que t’hi impliqui a fu, traslladant-nos a un temps pre-quaternionic, quan
només eres un nen perd ja m’havies cagat el concepte de vector i la repre-
sentacié d’aquest per mitja d’un Triplet ... Cada mati, durant la primera
meitat d’aquell mes [octubre 1843], quan baixaveu a esmorzar el teu germa
(aleshores) petit, William Edwin, i tu, em solieu preguntar: ‘“‘Qué, pare, ja
saps multiplicar triplets?”’ I jo no podia fer res més que moure el cap i res-
pondre: ‘“No, només els sé sumar i restar’.

“Pero el 16 d’aquell mateix mes —que era dilluns i dia de junta de la
Reial Académia Irlandesa— estava fent temps, tot passejant, mentre espe-
rava I’hora de presidir-la i ta mare passejava amb mi, seguint el Canal Reial,
on potser ella m’havia conduit; encara que de tant en tant ella em digués
coses, jo tenia al cap una mena de sub-corrent de pensament que anava
creixent i que al capdavall dona un resultat del qual puc dir sense exagerar
que vaig notar la transcendéncia. Era com un circuit eléctric que semblava
que es tanqués, i brilla una guspira, precursora (tal com immediatament ho
vaig preveure) de llargs anys ulteriors de pensament i de feina clarament
definits... I no em vaig poder pas estar —per poc filosofic que fos— de gravar
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am una navalla en una pedra del pont de Brougham, per on estavem passant,
la formula fonamental dels simbols i, j, k, a saber

? = =k? = jjk= -1,

la qual enclou la Solucié del Problema. Es clar que la inscripci6 s’esborra ja
fa temps. Una anotaci6 més duradora és conservada, empero, al Llibre de
Juntes de ’Académia, corresponent a aquell dia (16 d’octubre de 1843), la
qual registra el fet que vaig demanar i obtenir permis per a llegir un treball
sobre Quaternions a la Primera Reunié General de la junta. D’acord amb
aix o, el treball hi fou llegit el dilluns dia 13 del novembre segiient”.

Efectivament, a les minutes de I’Académia consta, el 16 d’octubre, el
“Permfs concedit al president per a llegir un treball ‘sobre una nova espécie
de quantitats imaginaries, relacionades amb una teoria de quaternions’ ”
[IRISH-ACAD-1843]. I efectivament el 13 de novembre hi llegf un treball
amb aquest titol que aparegué I’any segiient a les Actes de I’Académia
[HAMILTON-1844a).

Mirem-nos, perd, més de prop aquesta formula fonamental que el relat
de Hamilton ens presenta esculpida romanticament al pont de Brougham.
Sota aquesta aparenga tan simétrica i tan estilitzada (i tan inversemblant per
a un primer esforg creador!) inclou una asimetria pregona. En efecte, aques-
tes desigualtats impliquen (emprant la propietat associativa del producte i
prou) ’expressio

jj=—ji=k

i les dues expressions que hom obté d’aquesta permutant circularment i, j,
k. La gran revoluci6 conceptual del descobriment de Hamilton és aquesta
flagrant violacié de la propietat commutativa del producte, que trenca una
conviccié espontania secular. Aixo justifica que Hamilton qualifiqui el seu
descobriment de ‘““curids, gairebé salvatge” [GRAVES-1882, 2, 441] i que el
mateix matematic John T. Graves dubti del fet de “fins a quin punt tenim
llibertat de crear, com ens sembli, imaginaris, i de dotar-los de propietats
sobrenaturals™ [ibidem, 443).

El programa espontani de recerca de Hamilton cercava uns “triplets”
per als quals (a) fossin definits la suma i el producte, tots dos commutatius i
aquest distributiu respecte a aquella, (b) fos definit I'invers i, doncs, el
quocient, (c) fos definit el modul, de manera que per al producte fos el
producte de moduls, i (d) existis una interpretaci6 tridimensional obvia. Els
“quadruplets” que troba només violaven la propietat commutativa del pro-
ducte. Cal notar que els nostres trivectors violaran quasi totes aquestes
propietats, tant pel que en fa al producte escalar com al vectorial. Perqué,
certament, el nostre espai vectorial és molt més complex estructuralment
que aquest “cos no commutatiu” (tal com ho diem avui) dels quaternions.
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Segons la reconstruccié historica més immediata i més matematica del
mateix Hamilton [HAMILTON-1853, pp. (43)-(46)], la no commutativitat i
el quart terme sorgiren conjuntament en un raonament del tipus segiient.
Hamilton cercava —com Wessel, Argand i DeMorgan— “‘triplets” de la forma
a + ib + jc, oniij tenen les propietats de dues arrels de —1 distintes. El
producte d’aquests dos “triplets’ li fa (emprant espontaniament la propie-
tat commutativa: ij = ji):

(a+ ib + jo)(x + iy + jz) = (ax — by — cz) + i(ay + bx) +
+ j(az + cx) + ij(bz + cy).

En el cas particular que aquests dos ‘““triplets” defineixin un pla que contin-
gui la unitat (és a dir, quan bz = cy) hom pot calcular aquest producte
emprant la representacié geométrica dels nombres complexos per a aquest
pla. El resultat és el mateix que acabem d’escriure perd sense el darrer
terme, ij(bz + cy). Hamilton diu que la primera conjectura que féu fou
suposar ij = 0. Perd preferi suposar anti-commutatiu el producte, ij = —ji,
cosa que fa que el darrer terme sigui ij(bz — cy), que és nul en aquest cas
particular. En general, ij = —ji ha de correspondre a una quarta direcci6 k,
per tal que sigui satisfeta la condici6 (c) dels moduls:

@+ +c2)x*+y* +22)=(ax—by—cz ) +
+ (ay + bx)? + (az + cx)? + (bz — cy)?.

Fou aix{ que els ““triplets’ foren transformats en ‘“‘quaternions” no commu-
tatius, i és aqui on pogueren influir-hi els seus treballs anteriors sobre
‘“poliplets”, per a fer acceptable aquesta idea de “‘quaterni6’, la representa-
ci6 del qual desborda el nostre espai tridimensional.

Amb les cartes que escrivi els dies segiients al descobriment hom pot
veure com, des del principi, Hamilton intui I’interés del seu descobriment
per les possibles aplicacions a diverses disciplines entre les quals esmenta la
trigonometria esférica, la termologia i, especificament, I’electricitat [GRA-
VES-1882, 2, 439-442]. El 1851 arribd a escriure [ibidem, 445]: “Haig
d’afirmar adhuc que aquest descobriment em sembla tan important per a la
meitat del segle XIX com ho fou el descobriment de les fluxions per al final
del XVII”. La perspectiva historica d’avui ens fa reconéixer aquesta afirma-
ci6 com a prefética. Per molt que Hamilton aleshores no ho pogués sospitar,
I’estudi de I'electricitat i el magnetisme estava a punt d’entrar en una revo-
lucié conceptual, la teoria de camps, per a la qual, ja ho veurem, aniria
benfssimament aquest formalisme dels quaternions, adequadament desple-
gat i apurat.!?

12. Pel que fa a les repercussions del descobriment dels quaternions en el desenvolupament de la
fisica o de les matematiques vegeu BACHELARD-1974, DIRAC-1944, FISCHER-1951, -1957,
NAIMAN-1974, PYCIOR-1976 i RASTALL-1964.
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2.2 Publicacions de Hamilton sobre els quaternions

Ja hem esmentat la primera publicacié seva sobre el tema: la historica
conferéncia de I’onze de novembre del 1843, publicada I’any segiient a les
Actes de la Reial Académia Irlandesa, i en forma molt semblant al Philoso-
phical Magazine [HAMILTON-1844a; -1844b, 10-13]. A aquests dos, més
de trenta articles seran afegits per Hamilton els quatre anys 1844-1847, i
més de cent durant els vint-i-dos anys de la seva vida, 1844-1865.!3 Seria
interessant, perd arduds, fer un estudi comparatiu d’aquestes publicacions,
per tal de conéixer com Hamilton va articulant la teoria i com n’obté
resultats geométrics, mecanics i astrondomics. Aqui ens conformarem consi-
derant dos fragments dels articles que son especialment importants per llurs
repercussions futures, alhora geométriques i fisiques.

El 1846 publica per primer cop la contraposicié dels conceptes ‘‘esca-
lar” i “vector”, que apareixen en I’operacio de “separar la part real de la
imaginaria del quaterni6”, separacidé que en la seva teoria ha de constituir
una ‘“‘operaci6 frequent i fonamental” [HAMILTON-1846, 26-27; cf.
-1847a, 3]:

“La part algébricament real pot prendre ... tots els valors continguts en
I’Gnica escala [ “scale®’) de progressié de nombres des de I’infinit negatiu al
positiu; ’'anomenarem per aix0 part escalar o simplement escalar = ‘'sca-
lar’’] del quaternié i en formarem el simbol anteposant al simbol del qua-
ternio el signe Scal., o bé només S. quan amb aquesta darrera abreviatura
no hi hagi perill de confusi6é. Per contra, la part algébricament imagindria,
com que és construida geométricament per mitja d’una recta o radi vector,
que en general per a cada quaternié determinat té una longitud determinada
i una direccidé en I’espai determinada, pot ésser anomenada part vectorial o
bé simplement vector del quaterni6; i podem denotar-lo anteposant-li el
signe Vect. o V. Podem doncs dir que en general, un quaternio és la suma
de les seves propies parts escalar i vectorial i podem escriure

Q=Scal. Q+ Vect. Q=8S5.Q+ V.Q
o encara més senzillament
Q=SQ+VQ.”

L’any segiient, continuant aquest mateix treball, Hamilton introdui
I’operador funcional (!) que no triga a ésser anomenat “nabla” i escrit “V”
Hamilton n’introdueix aixi la definici6 i el simbol, alhora que en preveu la

13. Per a una bibliografia exhaustiva de les publicacions sobre quaternions vegeu MacFARLANE-
1904. Els articles de Hamilton més importants per aI'estudi del desplegament de les seves idees
son HAMILTON-1844 a, b, -1845, -1846, -1847a, b, 1848a, b, -1849 i -1850 i poden ésser
trobats a HAMILTON-Papers.
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importancia de les aplicacions [HAMILTON-1847b, 291; cf. HAMIL-
TON-1847a, 273-292, comunicada el 20 de juliol del 1846]:

“... hom defineix V en funci6 dels tres simbols i, j, k i de la coneguda ope-
racié de derivacié parcial respecte a les variables x, y, z, ... de la manera
seglent:

aquest signe nou tindra un quadrat simbolic ’oposat del qual és donat per
I’expressio segiient:

—vi= e dyr e by
dx dy dz

és ben clar que en la fisica analitica aquesta expressio ha de tenir un camp
d’aplicacions enorme”’.

Hamilton també publica dos llibres extensos sobre els quaternions, Lec-
tures on Quaternions [HAMILTON-1853] i Elements of Quaternions [HA-
MILTON-1866], sobre la génesi i el contingut dels quals donarem unes
quantes indicacions.

Durant I'any 1848 Hamilton pronuncia una série de quatre conferéncies
sobre quaternions a la Universitat de Dublin.'* Aquest mateix any fou
condecorat pel seu descobriment amb medalles de la Reial Académia Irlan-
desa i de la Reial Societat d’Edimburg. Aixi doncs, a les conferéncies assisti-
ren matematics famosos com Arthur Cayley i George Salmon. Aquest dar-
rer, conscient de la necessitat d’un llibre que fes accessibles aquestes confe-
réncies, escrivi elegantment a Hamilton el 1852 que el seu métode dels
quaternions “és ara per ara un arc d’Ulisses que no pot tensar ningli més
que el seu amo” [GRAVES-1882, 3, 346].

El llibre de les Lectures, doncs, havia de satisfer una necessitat didactica
perd el fet és que no ho féu perqué acaba essent massa extens i massa
dificil. En efecte, amb un zel excessiu de completesa, Hamilton afegi tres
conferéncies més a les quatre inicials, cosa que quadruplica la llargada del
text (les quatre primeres conferéncies ocupen 185 pagines, i totes set n’om-
plen 737). Aquest text va acompanyat d’un prefaci i d’un index. El prefaci,
que presenta la historia del descobriment i que hem citat abundantment,
ocupa 64 planes. I I’'index n’ocupa unes altres 64!, de manera que, a parer
del mateix Hamilton, com que és ‘“‘un xic més complet d’alldo que és usual,
pot ésser util ... també com a resum de I’obra i en alguns punts com a

14. En aquesta mateixa universitat havia presentat el 1845 un esquema breu sobre quaternions per
tal d’obtenir-ne resultats trigonométrics, i en les seves classes de 1847 els havia emprat per a
obtenir certs resultats astronomics [HAMILTON-1853, 2-3].
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comentari” [HAMILTON-1853, p. (63)]. El conjunt es fa excessivament
extens.

La dificultat de les Lectures no prové tant del tema mateix dels quater-
nions com de “I’estil metafisic d’expressi6” que Hamilton empra a gratcient
amb la pretensié de transmetre ‘‘els pensaments fontals, les concepcions
primigénies i les actituds basiques de la ment” durant el procés de llur
descobriment [ibidem, 4]. Aquest estil historico-metafisic és el que fa que
el llibre sigui terriblement lent i de mal pair. Per exemple, la primera confe-
réncia és exclusivament dedicada al concepte de vector, com a “linia dirigi-
da”, i a I’addici6 i la substraccié de vectors. Doncs bé, hi empra unes vint
planes [ibidem, 4-22] de caracter filosofic abstracte, amb algunes il-lustra-
cions astronoOmiques trivials, per tal de presentar el vector com a operador
de transport, o com a diferéncia entre dos punts considerada en “I’aspecte
sintétic”. Aixo ho formula finalment en I’equaci6é “vector = vectum - ve-
hend”, que (desplegant les abreviatures de ‘‘punctum vectum” i “punctum
vehendum’’) podriem traduir: ‘‘transportador = punt transportat — punt a
transportar”. I fa servir deu planes més per a introduir el vector oposat
(“revector = vehend — vectum”) i la suma de vectors (I’aplicaci6 successiva
d’un ‘“‘vector” i un ‘“‘provector”’, que equival a un ‘“‘transvector”). Citem de
passada I’al-lusié6 que fa, al final de la conferéncia, al fet que aquestes regles
d’addici6 i de substracci6 “resulta que coincideixen en aquesta teoria, com
també en moltes altres [al-ludeix certament a la representacio dels nombres
complexos, de la qual ha ressenyat la historia en el proleg], amb les regles
de composicié i de descomposici6 de moviments (o de forces)” [ibidem,
32]. La segona conferéncia és una justificaci6é de les regles de multiplicar els
simbols i, j, k. Amb aquest proposit els defineix no solament com a vectors
de longitud unitat siné també com a “‘versors quadrantals” o operadors de
rotaci6 de 90°. Aixo li exigeix un desplegament filosofic del concepte de
“versor” com a quocient de dos vectors de modul igual (‘‘versor = versum /
vertend”) i, en general, del de “factor” com a quocient de dos vectors
qualssevol (“factor = factum / faciend’’). Aixd ocupa quaranta pagines més,
en les quals no fa escatimar la vérbola filosofica a proposit de “refactor”,
“profactor”, “transfactor”, ‘‘reversor”, ‘proversor”, transversor’... El
concepte mateix de quaternié apareix a la tercera conferéncia com a “fac-
tor” o quocient d’un parell de vectors qualssevol, o sota la forma de “bira-
dial”’, com diu ell. El quaterni6 és descompost en el producte del seu modul
(que anomena “tensor”) i de la seva “part versorial” (o quaternié propor-
cional al donat, de modul unitat). Aquesta és definida per I’angle i I’eix de
rotaci6. D’aixd ve que el quaterni6 depengui de quatre parimetres. La
quarta conferéncia estudia les poténcies i les arrels dels quaternions. Les
conferéncies cinquena i sisena demostren la propietat distributiva del pro-
ducte (quaternionic) de tres vectors i de tres quaternions qualssevol, per a la
qual cosa fa entrar construccions geométriques damunt I’esfera. Finalment
la setena llig (que ocupa 357 pagines!) torna a comengar el tractament dels
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quaternions com a suma de llur part escalar i de llur part vectorial, i aixi
torna a estudiar-ne les propietats associativa i distributiva. En presenta algu-
nes aplicacions a la geometria, a la trigonometria i al calcul de determinants
(un determinant 3 x 3 és la part escalar del producte quaternionic de tres
vectors). Arriba a estudiar el logaritme d’un quaternié (amb un altre quater-
nidé de base), el calcul diferencial de quaternions i les equacions de primer i
de segon grau amb quaternions. La solucio general d’aquestes darreres li
exigeix la introducci6é dels biquaternions, o quaternions amb llurs quatre
components complexos.

Les Lectures foren publicades el 1853 i de seguida en fou patent la
dificultat de lectura. L’astronom John Herschel, de reconeguda destresa
matemdtica i prou interessat pels quaternions [cf. GRAVES-1882, 2,
586-587], escrivi a Hamilton el mateix any 1853 dient que les Lectures
‘“exigirien dotze mesos per ésser llegides i gairebé tota la vida per ésser
paides” [ibidem, 2, 683]. I al cap de sis anys, havent-ne tornat a envestir la
lectura i no podent passar de la tercera conferéncia, torna a confessar a
Hamilton [ibidem, 3, 121]: “M’he trobat obligat a abandonar-les amb de-
sesperacio. Us vull pregar que escolteu aquesta crida de socors. Estic ben
segur que, si volguéssiu, podrieu exposar tot aixd0 d’una manera tan clara
que el Cdlcul mateix, considerat com un instrument, esdevindria accessible
adhuc a lectors dotats amb menys ‘“‘poder de penetraci6” que jo. I un cop
dominessin ’algorisme i les convencions per a poder-hi treballar, aquests
lectors estarien més ben preparats per a acompanyar-vos per les interpre-
tacions metafisiques”.

Sembla que Hamilton escoltd el crit de socors de Herschel, car pro-
jecta el seu segon llibre, Elements of Quaternions, com un text fona-
mentalment pedagogic. De seguida, pero, se li complicaren els proposits i
intentd ni més ni menys que emular els “Elements” d’Euclides. El 1862
escriu aixi al seu amic A. S. Hart [GRAVES-1882, 3, 139]: “Vull acabar un
Llibre de Consulta —ja no podra ésser breu...— pero la intencié per part
meva i I’esperanga pel que fa a altres escriptors és que els Elements puguin
ésser citats en els treballs o memories futurs sobre els Quaternions quasi
com els orotxeta d’Euclides”.

Amb aquest nou intent de fer-los esdevenir un llibre de consulta inapel-
lable, els Elements acabaren també essent massa dificils i massa extensos
(una vegada i mitja més llargs que les Lectures!). Es veritat que el llenguatge
metafisic hi és simplificat, encara que no tant com pensa Hamilton quan es
vana d’haver-hi fet “només una observacié metafisica, en les quatre ratlles i
mitja d’una nota!”’) [GRAVES-1882, 3, 568; cf. HAMILTON-1866, art.
151, nota primera)

Els Elements son dividits en tres *““llibres”: el primer tracta dels vectors i
de llur addicio; el segon introdueix els quaternions com a quocient de
vectors, i no és fins al tercer que no defineix el producte de quaternions i el
de vectors, dels quals dona algunes aplicacions geomeétriques i fisiques. En
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un esfor¢ didactic, indica a la fi de I’index quins son els fragments basics
que constitueixen la primera introduccié al tema. Aquests comprenen en
total dues-centes pagines i és una experiéncia interessant fer-ne avui la
lectura. Hom hi segueix trobant la concepcié “fontal” de Hamilton del
vector com a ‘““transport” d’un punt a un altre (o com a diferéncia entre dos
punts) i analogament la del quaternié com a rotacio i dilataci6 d’un vector
(o com a quocient de dos vectors amb el mateix origen). Es curiosa la
intuicié concreta del quaternié6 com a producte (commutatiu!) d’'un “ver-
sor” —que descriu amb els seus tres parametres I'eix i I’angle de rotacio— i
un “tensor” que descriu amb el seu Gnic parametre la dilataci6. A la fi, en
arribar al tercer llibre hom troba les expressions explicites del nostre pro-
ducte escalar i vectorial de dos vectors, en funcié dels moduls que tenen i
de I'angle que formen [HAMILTON-1866, art. 281, egs. VI i XI']. Perd
aquestes expressions no son intel-ligibles si hom no arriba a superar la
distincid, realment filosofica, entre un ‘‘quaterni6 recte” (és a dir, un qua-
ternid només amb part imaginaria o vectorial) i el seu “index” (és a dir, el
vector corresponent) [ibidem, art. 285]. Si no, hom no pot entendre la
férmula ‘‘escalar més vector igual a quaternié” ni el terme sindnim de
quaternié “gramaritme” (de ypaupn, “ratlla” o “vector”, i &pfuéc, ‘“nom-
bre” o “escalar”) [ibidem, art. 292 i la seva nota].

Una altra qiiesti6 de detall que ens complica la lectura actual dels
Elements, alhora que ens exemplifica com és de dificil puntualitzar per
primer cop una convencid cientifica, és la segiient. Hamilton anomena sen-
tit positiu de rotacié ‘“‘cap a la dreta” el que nosaltres diem que és “‘cap a
I’esquerra”. La rab n’és que, encara que no ho digui explicitament!, quan
considera un caragol “dextrogir” com els nostres no pensa en el sentit en
queé aquest avanga en ésser enroscat, sind en el sentit indicat pel manec del
tornavis! [ibidem, arts. 111 i 127, i notes de la segona edicid).

Entre les aplicacions fisiques d’aquest tercer llibre Hamilton desenvo-
lupa una estatica i una dinadmica de cossos rigids i estudia el sistema newto-
nid dels planetes i de llurs pertorbacions. Traga, per exemple, ’hodografa
d’una el-lipse kepleriana i troba simplement un cercle com els de les excén-
triques dels antics [ibidem, art. 419]. Les darreres aplicacions que arriba a
redactar tracten de les ones lluminoses estudiades per Fresnel i de llur
refracci6 [ibf{dem, art. 422], i de la polaritzacié de la llum [ibidem, art.
423). La darrera aplicacio fisica que esperava incloure-hi era I’equacié de
propagacié de la calor [ibidem, art. 422, nota primera), la qual cosa hauria
exigit el desenvolupament d’un petit tractat sobre el seu operador diferen-
cial, avui anomenat “nabla”. Perd mori el 2 de setembre del 1865 i no ho
pogué redactar. El seu fill petit, William Edwin, s’encarrega de I’edici6
postuma de I’obra.

La riquesa d’aquestes aplicacions fisiques fou desplegada pel seu deixeble
P. G. Tait, que Hamilton diguéssim que designa hereu seu en el tron de
I'Imperi Quaternidonic. En una nota de I’apartat sobre les ones de Fresnel,
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redactat els darrers dies de sa vida, diu [ibfdem, art. 422, (89), nota]:

“Aquesta equacio ... indicada per I'autor com una forma d’equacié de
I’el-lipsoide, ha estat seleccionada pel seu amic Peter Guthrie Tait, actual-
ment professor a Edimburg, com a base d’un article admirable titulat “Re-
cerques quaternioniques en relaci6 a la supeficie d’ona de Fresnel” ... que el
present escriptor pot recomanar amb gran interés, perqué el llegeixin aten-
tament, a tots els estudiosos dels quaternions. No hi ha dubte que el Pro-
fessor Tait, que ja ha publicat treballs sobre altres aplicacions dels Quater-
nions, tant matematiques com fisiques, entre les quals n’hi ha algunes sobre
Electrodinamica, esta eminentment preparat, a parer d’aquest escriptor, per
tal de continuar felicment i util aquesta nova branca de la ciéncia matema-
tica, i mereix convertir-s’hi, si ’expressi6 m’és permesa, en un dels princi-
pals successors del seu inventor”.

2.3 Publicacions de Tait sobre quaternions

L’escocés Peter Guthrie Tait (1831-1901) compli la missié de successor
de Hamilton i d’introductor dels quaternions a la fisica. Havia estudiat a
I’Académia i a la Universitat d’Edimburg, i també a la de Cambridge; a tots
tres centres fou company d’estudis de Maxwell. Tingué el primer contacte
amb els quaternions el 1853 gracies a les tot just publicades Lectures de
Hamilton, de les quals “despatxd amb prou facilitat les sis primeres confe-
réncies” [KNOTT-1911, 126]. Pero els interessos de Tait eren centrats en la
fisica i col-laborant amb W. J. Steele ja redactava aleshores un primer llibre
de Dinamica. El 1857, quan feia de professor de Matematiques a Belfast, la
fisica li desperta l'interés per I’estudi dels quaternions. Segons confid més
tard a Hamilton, un article de Helmholtz sobre el moviment de terbolf li
féu pensar que aquella expressid6 de ’operador avui anomenat nabla, que
‘o havia admirat feia anys a la pagina 610 de les vostres Lectures ..., em
serviria exactament per al meu proposit” [ibidem, 127]. No triga a encetar
una extensa correspondéncia epistolar amb Hamilton [ibidem, 141], i el
1859, per suggeréncia d’aquest, publica un primer article sobre I’aplicacio
dels quaternions a les ones de Fresnel.

Aquesta fou la primera de les seves quasi 70 publicacions sobre quater-
nions [cf. MacFARLANE-1904], entre les quals hi ha dos llibres: Elementa-
ry Treatise on Quaternions [TAIT-1867 a) i Introduction to Quaternions
[KELLAND-TAIT-1873]. El primer d’aquests dos, el Treatise, té un paper
important en la nostra historia, car influf directament primer sobre Maxwell
i després sobre Gibbs i Heaviside. Indiquem-ne la génesi i el contingut.

El 1859 els antics companys d’estudis de Cambridge ja encoratjaven
Tait a redactar un text sobre quaternions més accessible que les Lectures de
Hamilton. Perd en vista de la seva correspondéncia amb aquest i dels resul-
tats inédits coneguts gracies a aquesta, Tait troba que era enraonat el “desig
de Sir W, Hamilton de fer que el meu volum no aparegués fins a després de
la publicacié dels seus Elements’’ [TAIT-1867 a, v]; recordem que el 1859
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justament és I’any del “crit de socors’ de Herschel i que en aquell moment
semblava immediata la publicaci6 dels Elements en forma pedagogica. Aixo
retarda la publicacié del Treatise fins a I’any 1867, quan Tait, catedratic de
Filosofia Natural a la Universitat d’Edimburg, publicd en col-laboracié amb
Lord Kelvin el famés Treatise on Natural Philosophy [THOMSON-TAIT-
1867], que sera anomenat els Principia del segle XIX.

L’Elementary Treatise on Quaternions és forga més clar i pedagogic que
els textos de Hamilton i, gracies a les moltes aplicacions que conté, també
molt més atil. Consta d’onze capitols, els cinc primers més teorics i els sis
darrers dedicats fonamentalment a les aplicacions. Els dos primers capitols,
“Vectors i llur composicid” i “Productes i quocients de vectors”, son un
tractat elemental de ’espai vectorial tridimensional ficilment modernitza-
ble. Hi ha encara, perd, empremtes clares del pensament hamiltonia, per
exemple quan continua presentant el quocient de vectors com una cosa més
fonamental que llur producte. Al tercer capitol sén ben clares les expres-
sions que equivalen als nostres productes escalar i vectorial [TAIT-1867 a,
n. 96], seguides d’'una manidé d’aplicacions trigonomeétriques. El capitol
quart és una introduccié breu a la “Diferenciacié de quaternions”, i el
cinqueé un tractat extens sobre la ‘“Resoluci6é d’equacions de ler. grau” en el
qual sén introduides les “funcions vectorials lineals’ que originaran els
nostres actuals ‘‘tensors”. Després vénen quatre capitols d’aplicacions geo-
métriques i dos més d’aplicacions cinematiques i fisiques. D’aquests, el
darrer, especialment extens, té una importancia extraordinaria. Hom hi
tracta I’estatica i la dindmica dels cossos rigids, la reflexio i la refraccio de
les ones de Fresnel, i I’electrodindmica amperiana. Acaba amb un estudi
extens de 'operador de Hamilton avui anomenat ‘“nabla”.'S Mostra el
caracter intrinsec d’aquest “operador de transformacié” i n’estudia I’acci6é
sobre funcions escalars i vectorials, que ja havia indicat en el capitol cine-
matic. Amb els noms de ‘“‘variaci6 més rapida de la funci6”, “compressio
cabica” i “eix vectorial de rotaci6” hi presenta [ibf{dem, n. 369] els concep-
tes que equivalen als nostres de gradient, divergéncia i rotacional. I aix6 no
ho és pas tot: enuncia i demostra els teoremes d’integracio de divergéncies i
rotacionals. Amb el nom d’“‘equaci6é fonamental” ens dona el teorema avui
anomenat de Gauss-Ostrogradsky [ibidem, n. 467], i com a aplicacio
d’aquest obté el que ja anomena ‘‘teorema de Green” [ibidem, n. 469]. El
teorema de Stokes també hi és demostrat i fa referéncia a I’examen on
sembla haver estat enunciat per primer cop per tal de demanar-ne la demos-
tracié [ibidem, n. 477; cf. STOKES-1854].

15. El terme “nabla” designa una arpa assiria que tenia una silueta que recorda aquest simbol.
Sembla que fou suggerit a Tait per Robertson Smith [KNOTT-1911, 1, 143]. Maxwell només
empra aquest nom en una “Oda tindilica al gran virtuds de la nabla™, és a dir, a Tait [ibidem,
171-174]. Aquest mateix simbol ha rebut els noms d’“atled”, invers de “delta” [ibidem, 143}, i
de “del” [WILSON-1901].
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Aquests teoremes i llurs aplicacions foren ulteriorment treballats per
Tait [TAIT-1870 a, b], perd llur presentacié en el Treatise del 1867 és
fonamental per a la nostra historia.!® Aqui és on foren estudiats per Max-
well. Es a aquests fragments que al-ludeix Tait quan li escriu el 13 de
desembre del 1867 [TAIT-1867b]: ““Si llegeixes les darreres 20 o 30 planes
del meu llibre em sembla que et convenceras que val la pena introduir els
quaternions [‘‘4ions’’], car mostren com en aquest tema de la nabla (“<”)
es disparen com llampecs lubrificats”.

3. Del cilcul de quaternions a I’analisi vectorial

Vegem com Maxwell, per a la seva formulacié nova de I’electrodinami-
ca, tria del cilcul de quaternions certs elements geomeétrics il-lustratius.
Seguint aquesta orientacié Gibbs i Heaviside crearan una analisi vectorial
despresa de conceptes quaternionics, en la qual desplegaran la nostra elec-
trodinamica classica.

3.1 Maxwell i la traduccié illustrativa dels quaternions

James Clerk Maxwell (1831-1879), compatrici i company d’escola de
Tait, crea la seva teoria electromagnética durant la década 1855-1864, men-
tre Tait rebia de Hamilton I’heréncia quaterniodnica. En cap dels tres articles
[MAXWELL-1856, -1861, -1864] que determinen el procés de génesi de la
teoria electromagnética no apareix el concepte de quaternio. Per molt que
la nocié6 de camp de forces, amb la seva “‘direcci6” i la seva “intensitat”
[MAXWELL-1856, *158], sigui a I’origen de la creaci6 de Maxwell inspi-
rada en Faraday, la formulacié vectorial és totalment absent d’aquests tres
articles.!” Les “equacions generals” del camp electromagnétic que en son la
culminaci6 [MAXWELL-1864, 554-561] hi seran formulades sobre els com-
ponents de cada un dels vectors, encara que aixo li faci emprar unes quantes
dotzenes de lletres majascules i minuscules, llatines i gregues.

La invitaci6 de Tait del 1867 perqué estudii al final del seu Treatise
“I’afer de la nabla” féu efecte al cap d’un parell d’anys. En una al-locuci6
del 1870 a matematics i fisics de la British Association anuncia el seu in-
terés fisic pels ‘“‘vectors” de Hamilton i per una remodelacié del “calcul de
quaternions” que han de dur a terme homes de tipus ffsic il-lustratiu (i no -

16. La historia del teorema de la dlvergencu ha estat estudiada fa poc per STOLZE-1978. Les
primeres formulacions del teorema son, en forma cartesiana, OSTROGRADSKY-1831 i GAUSS-
1840. Vegeu perd també GAUSS-1813 i adhuc LAGRANGE-1760. Teoremes relacionats déna
GREEN-1828. El primer enunciat del teorema del rotacional és STOKES-1854.

17. Hi manca totalment la nocid de producte, escalar o vectorial, de dos vectors, que sera introduida
decpres com a part escalar o vectorial de llur producte quaternionic. Hi ha una anomalia curiosa
que és que en e tercer d’aquests treballs apareix 'operador de Laplaoe en la forma V2 cosa que

pressuposa un cert producte escalar de vectors, distint, pel signe, del producte quatemionic
PMAXWELL-1864, eqs. (63) a (79)}.
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matematic simbolic). Es una visi6 profética de la futura analisi vectorial
[MAXWELL-1870, 220]:

“... només esmentaré el nom d’aquesta classe important de magnituds
dirigides en I’espai, que Hamilton ha anomenat vectors i que sén I’objecte
del Calcul de Quaternions, branca de les matematiques que, quan hagi estat
assimilada del tot per homes de tipus il-lustratiu i vestida per ells amb
imatgeria fisica, esdevindra, potser amb algun altre nom, el métode més po-
derds de comunicar veritable coneixement cientific a persones aparent-
ment desproveides de 'esperit de calcul”.

Amb aquesta orientaci6 el 1870 Maxwell s’aplica a I’afer de la nabla. Es
conscient que introduint les idees intuitives d’alld que avui anomenem
“laplaciana”, “‘gradient”, “‘divergéncia’ i ‘“‘rotacional”, i batejant-les amb
noms que il-lustrin aquestes idees, hom pot eliminar alld que té d’abstracte
el simbolisme quaternionic. Es notable la responsabilitat lexicogrifica amb
qué entaula consultes per tal de trobar aquests noms. Fa consultes al seu
amic Tait, que tracta com una divinitat de 1’Olimp quaternidnic
[KNOTT-1911, 143]: “Ve’t aqui alguns noms toscament treballats. ;No
voldries pas tu, com a divinitat bondadosa, donar la forma escaient a llurs
contorns perqué encaixin bé?...”. Heus acf els seus primers suggeriments per
a designar la part escalar i la vectorial del producte quaternionic de I’opera-
dor nabla per un camp vectorial, o sia, la nostra actual divergéncia (canviada
de signe) i el nostre actual rotacional [ibidem]: “La part escalar jo ’anome-
naria Convergéncia [“Convergence”] de la funci6é vectorial, i la vectorial
I’anomenaria Torsio [“Twist”] de la funci6 vectorial. Perd en aquest con-
text la paraula torsioé no té res a veure amb un caragol [*‘screw’’] o una héli-
ce [“helix’’]. Si les paraules volta o versié [ “turn or version’’] servissin se-
rien millors que torsid, car torsi6 suggereix la idea de caragol. Giravolt
[“twirl”] és lliure de la connotaci6 de caragol i és ben llampant. Pero potser
¢és massa dinamica per a matematics purs; o sigui que, per amor a Cayley, en
diré Bucle [“Curl”]...”.

Encara amplia la consulta lexicografica en ocasio de la seva conferéncia
ala Societat Matematica de Londres [MAXWELL-1871, 263-265]:

“Acabaré proposant a la consideracié dels matematics certes frases que
expressin els resultats d’aplicar ’operador de Hamilton'® V. Estaré molt
agrait a tot aquell que em faci suggeriments sobre aquest tema, car soc
conscient que ’autoritat onomastica és migrada per part meva, i només pot
ésser exercida amb éxit dins de societats...

“I en primer lloc proposo que el resultat d’aplicar v? (operador de La-
place amb signe negatiu) sigui anomenat la Concentracio [ ‘‘Concentration’’]
de la quantitat a la qual és aplicat...

... per a una funcio escalar P ... La quantitat yP és un vector que indi-

18. La reedici6 de MAXWELL-Papers aqui posa A. El context fa evident que es tracta d’una errada.
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ca la direcci6é en qué P disminueix més de pressa, i mesura en quina propor-
ci6 disminueix. Gosaré, amb molt de recel, anomenar aixo el declivi [ “slo-
pe’’] de P. La magnitud de VP és anomenada per Lamé el “primer parame-
tre diferencial” de P, perd la direcci6 no és inclosa en la seva concepci6. Ne-
cessitem un mot vectorial que expressi totes dues coses, direcci6 i magnitud,
i que ja no sigui emprat en algun altre sentit matematic. M’he pres la lliber-
tat d’estendre el sentit orginari del mot ‘declivi’ generalitzant a ’espai de
tres dimensions la seva accepci6 topografica, que inicament considera dues
variables independents.

“Si o representa una funcié vectorial, vo pot contenir alhora una part
escalar i una de vectorial, que escriurem SVo i VVo respectivament. Pro-
poso que la part escalar sigui anomenada la Convergéncia [ ‘‘Convergence’’]
de o ... Crec que la convergéncia d’una funcié vectorial és un nom molt
escaient per a designar el fet que alld transportat per la funcié vectorial
penetra, alli, cap a un punt. :

“Perd en general Vo també té una part vectorial, i proposo, encara que
amb molt de recel, que aquest vector sigui anomenat el Bucle o la Versio
[“Curl or Version’’] de la funcié vectorial original. Representa la direccié i
la magnitud de la rotaci6 d’allo transportat pel vector ¢. He estat cercant un
mot que no connoti ni moviment, com ara Rotacié, Terboli o Giravolt
[“Rotation, Whirl or Twirl”’] ni estructura d’hélice o caragol, com ara Tor-
si6- [“Twist’’], que no corresponen de cap manera a la natura d’un vector”.

I el seu interés il-lustratiu li fa dibuixar esquematicament la variacié del
camp al voltant d’un punt quan hi existeix una convergéncia positiva, o un
bucle en sentit positiu, o totes dues coses alhora.

Més que la terminologia concreta és interessant la intencidé que té Max-
well quan la introdueix. Aquesta intencié traspua del final de la conferén-
cia. Amb la terminologia acabada de proposar hi enuncia quatre proposi-
cions per l’estil d’aquesta: “El declivi d’una funcié escalar no té bucle”
(expressat en termes actuals, ‘‘el rotacional del gradient és nul”). I afirma
que ‘“‘aquestes proposicions son la traduccié [*“translation”]... de les expres-
sions quaternidniques donades pel Prof. Tait...” [cita TAIT-1862, -1870a i
-1870b primera part].

Creiem que la cosa més important de I’aportacié de Maxwell al calcul de
quaternions és aquesta ‘‘traducci6”, el fet de tornar a expressar els teoremes
quaternionics del seu amic Tait en un llenguatge il-lustratiu amb ‘‘mots
vectorials”. I des d’aquesta perspectiva seva interpreta les invencions de
Hamilton, tal com ho expressa al comencament d’aquesta mateixa confe-
réncia [MAXWELL-1871, 259]: “Una distinci6 importantissima fou la feta
per Hamilton en dividir les quantitats usuals en quantitats Escalars ... i
Vectors ...

“La invenci6 del calcul de Quaternions és un pas endavant devers el conei-
xement de quantitats relacionades amb I’espai, la importancia del qual
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només pot ésser comparada amb la invenci6 cartesiana dels terns de coor-
denades. Les idees d’aquest calcul, a diferéncia de les operacions i els
simbols, son adequades per a ésser de moltfssima utilitat en totes les
branques de la ciéncia”.

Aquesta prevencidé contra les “operacions i els simbols” del calcul de
quaternions explica I’actitud prudent de Maxwell respecte a llur Gs en el seu
célebre Treatise, el ‘Tractat d’Electricitat i Magnetisme” [MAXWELL-
1873a]. La seva decisio és ben expressada en una carta al seu amic Tait del
14 de novembre del 1870 [KNOTT-1911, 144]: “Pel que fa al meu pla
d’entrar en Hamilton: contaminaré el meu llibre d’idees hamiltonianes,
sense fer les operacions en forma hamiltoniana, per a la qual no estem ma-
durs ni jo ni, em fa I’efecte, els lectors. Ara bé, la idea hamiltoniana de vec-
tor és inefable, igual que les d’addici6 i multiplicaci6é de vectors™.

Aquest criteri d’equilibri és clarament formulat en el capitol preliminar
del seu Treatise, en el qual torna a descobrir la seva versié il-lustrativa dels
quaternions [MAXWELL-1873a, 1, 9]:

“Perd en molts casos per al raonament fisic, en contraposicié al calcul,
és millor no introduir explicitament les coordenades cartesianes, i fixar
immediatament el pensament ... en la magnitud i la direccié d’una forga, en
comptes de fixar-lo en els tres components d’aquesta. Aquesta manera de
considerar quantitats geométriques i fisiques és més primitiva i més natural
que I’altra, encara que les idees relacionades amb aquesta no hagin rebut un
desenvolupament complet abans que Hamilton hagués fet el gran pas
segiient en le tractament de I’espai mitjangant la invencié del Calcul de
Quaternions.

“Com que els métodes de Descartes encara son els més familiars als
estudiants de ciéncies, i com que encara son els més 1tils pel que fa al célcul,
expressarem tots els nostres resultats en forma cartesiana. Ara bé, estic con-
vengut que la introduccié de les seves idees, en contraposicié a les seves
operacions i métodes quaternionics, ens sera de molta utilitat per a ’estudi
de cada part del nostre tractat i, especialment, per a I’electrodindmica, en la
qual hem de fer anar un cert nombre de quantitats fisiques, les relacions
mutues de les quals poden ésser expressades amb molta més senzillesa
mitjangant poques expressions hamiltonianes que no mitjangant equacions
ordindries”.

Aquestes expressions hamiltonianes son de tipus vectorial. Per aixo re-
marca en aquest mateix capitol preliminar la importancia del concepte de
vector (relacionant-lo amb les forces de la dindmica newtoniana) i adhuc la
d’una terminologia vectorial [ibidem, 10]:

“Un dels resultats més importants del métode hamiltonia és la divisi6 de
les quantitats en Escalars i Vectors...

“L’addici6 d’una quantitat vectorial amb una altra de la mateixa espécie
es fa segons la regla donada en Estatica per a la composici6é de forces...

“Quan volguem denotar una quantitat vectorial mitjangant un sol sim-
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bol i cridar I’atenci6 sobre el fet que és un vector i que n’hem de considerar
per tant la direcci6 a més de la magnitud, ho farem amb una lletra gotica
majuscula: W, B, etc.”.

En aquest context també subratlla la importancia d’alld que ara anome-
nem tensors [ibidem]:

“També hi ha un altre tipus de quantitats fisiques relacionades amb les
direccions de I’espai per0d que no son vectors. En son exemples les tensions i
els esforgcos [“stresses and strains’’] dins els cossos soOlids, i també algunes
propietats dels cossos estudiades en la teoria de ’elasticitat i en la teoria de
la doble refraccié. Les quantitats d’aquest tipus necessiten per a ésser defi-
nides nou especificacions numeériques. En el llenguatge dels quaternions s6n
expressades com funcions lineals i vectorials d’un vector”.

Al cap de poques planes [ibidem, 16] introdueix per primera vegada el
simbol nabla (que anomena simplement operador V) per a definir alld que
ara anomenem gradient d’una funcié escalar. Tot seguit [ibidem, 18-29]
enuncia i demostra quatre teoremes d’integracio: els teoremes I i II sobre
integracions lineals-del potencial (en regions acicliques o cicliques respecti-
vament), el teorema III, que avui té el nom de Gauss-Ostrogradsky (i del
qual Maxwell no cita pas cap referéncia), i el teorema IV, anomenat avui de
Stokes (sobre I’enunciat del qual Maxwell cita STOKES-1854 —examen que
havia estat proposat al mateix Maxwell a fi d’obtenir el premi Smith— i
sobre la demostracié6 del qual cita THOMSON-TAIT-1867, art. 190 (j)).
Pero, fidel a les seves consignes, enuncia i demostra aquests teoremes sense
fer servir gens I’operador nabla ni la notacid vectorial. I tot seguit [ibidem,
30] enuncia amb la nova terminologia els teoremes IIl1 i IV, després d’haver
presentat amb detall ’accié de I’operador nabla sobre una funcio vectorial.

Vegem en aquest context quin fruit donaren per a la posteritat les seves
consultes lexicografiques'? [ibidem, 30-31 i 16]:

“Proposo doncs que la part escalar de yo sigui anomenada la conver-
geéncia [ “convergence’] de ¢ en el punt P...

“... el vector ¥, I’'anomenaré variacié espacial [‘‘space-variation”] de la
funci6 escalar ¢, emprant la frase (en oposicié a Lamé) per a indicar tant la
direcci6é com la magnitud de la disminucié més rapida de y.

“... V2 ... operador que apareix en totes les branques de la Fisica, al
qual ens referirem com a operador de Laplace... Proposo doncs anomenar
V? q la concentracié [ “concentration’’] de q en el punt P...”.

Esmentem de passada de quina manera Maxwell deixa ben clara la
nostra definicidé actual de sentit positiu de girada. Ho fa aixi, en I’article
que precedeix el teorema de Stokes [ibidem, 25-26]:

19. Aix{ quedi en la segona edicio del Treatise, de 1881, les proves d'impremta de la qual havien
estat corregides fins al capitol 9 pel mateix Maxwell [cf. proleg de Niven, ibidem p. XIII]. La
primera edicié de 1873 en lloc de “‘rotacid” encara proposava (i ‘“‘amb molt de recel’) els termes

“bucle o versié” (*“curl or version™) i en lloc de *‘variacio espacial”, “‘declivi” (“slope”).
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“En aquest tractat un moviment de trasllaci6 al llarg d’un eix i un altre
de rotaci6 al voltant del mateix eix direm que sbn, per hipotesi, del mateix
signe si llurs sentits corresponen als de la trasllacio i la rotaci6 d’un caragol
ordinari dextrogir’.

Aqu{ fica una nota a peu de plana curiosa, sobre la imatge muscular de
la rotaci6 i ’avang dextrogir de la ma dreta, sobre els circells de la parra i
del llapol, que s6n respectivament dextrogirs i levogirs, sobre la bona termi-
nologia introduida en I'0ptica i, adhuc, sobre 1"ds de caragols levogirs. I
continua:

“Per exemple, si considerem positiva la rotaci6 real de la terra de po-
nent a llevant, llavors el sentit de 1’eix de la terra de sud a nord ha d’ésser
considerat positiu. I si un home camina endavant en sentit positiu, llavors la
rotacioé positiva és amb aquest ordre: cap, ma dreta, peus, ma esquerra...

“Aquest és el sentit dextrogir adoptat per Thomson i Tait en llur Natu-
ral Philosophy [THOMSON-TAIT-1867], i per Tait als seus Quaternions
[TAIT-1867a]. El sistema oposat o levogir és ’adoptat pels Quaternions de
Hamilton [HAMILTON-1853, 76; -1866, 108 i 117 nota]. L’operaci6é de
passar d’un sistema a 1’altre és anomenada per Listing Perversio [‘Perver-
sion’’].

“La reflexi6 d’un objecte en un mirall és una imatge pervertida de
I’objecte.

“... en un sistema dextrogir..., si hom dibuixa x cap a I’est i y cap al
nord, z hi ha d’ésser dibuixat cap amunt...”.

I és curiés que, en reeditar el Treatise el 1891, J. J. Thomson inclogués
aqui una figura de triade dextrogira totalment ambigua.

Al llarg de tot el Treatise i adhuc en el capitol culminant on presenta les
famoses “Equacions generals del camp electromagnétic” Maxwell romangué
fidel als seus criteris de no pressuposar cap coneixement quaternionic. Aix{
doncs, formulard i discutird aquestes equacions en funcié de cadascuna de
les components dels onze vectors que hi intervenen [MAXWELL-1873a, 2,
246-256]. Pero just després donard I’expressio vectorial de les formules,
justificada amb la introducci6 segiient [ibidem, 257]: “En aquest tractat
hem fet I’esforg¢ d’evitar qualsevol raonament que exigis del lector un conei-
xement del Calcul de Quaternions. Perd tampoc no hem tingut cap escriipol
a I’hora d’introduir la idea de vector, quan era necessari fer-ho. Quan hem
tingut ’ocasié de denotar un vector per mitja d’un sfmbol, hem emprat una
lletra gotica, car el nombre de vectors diferents és tan enorme que els sim-
bols preferits per Hamilton s’haurien exhaurit de seguida. Aix{ doncs, sem-
pre que emprem una lletra gotica, aquesta denota un vector hamiltonia, i no
n’indica solament la magnitud sin6é també la direcci6”. I aix{ anira traduint
al nou llenguatge vectorial amb ’alfabet gotic cada un dels terns d’equa-
cions escrites amb els alfabets grec i llati, que representen components de
vectors. Ho fara amb la frase estereotipada “les tres equacions... la primera
de les quals era... ara resulten...”.
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Jutjant-lo des de la nostra mentalitat vectorial actual, Maxwell és massa
timid pel que fa a I’Gs de la seva clara intuici6 geométrica. Aquests apén-
dixs vectorials ens semblen raquitics i com si diguéssim sobreafegits per a Gs
exclusiu d’alumnes excepcionals. Aquesta impressio fa massa contrast amb
la valoracié de la “doctrina dels vectors” que expressa simultiniament en
una recensié an6nima?® del nou tractat elemental de quaternions [KEL-
LAND-TAIT-1873]. Escriu aix6 a Nature [MAXWELL-1873b]: ““Ara bé, els
Quaternions, o la doctrina dels Vectors, és un métode matematic, pero és
un métode de pensar i no un métode d’estalviar pensament, almenys per a
la generacio present... Ens obliga a cada instant a fer-nos una imatge dels
trets geométrics representats pels simbols, de tal manera que, quan estu-
diem geometria amb aquest métode, tenim el cervell ocupat amb idees
geométriques i no ens és permés d’imaginar-nos que som gedmetres quan som
purs aritmétics™.

D’altra banda Maxwell, cap al final de la seva vida, critica directament el
concepte de quaternid. Aquesta critica és expressada vividament en una
carta al seu amic Tait, del 1878. Entra en el tema dels quaternions amb una
imatge famosa: “;Es pot llaurar amb un bou i un mul junyits al mateix
jou?” [KNOTT-1911, 151]. Pondera tot seguit les confusions que provoca el
signe negatiu que apareix en la part escalar del producte quaternidnic i
adhuc en la norma de qualsevol vector. El seu desig seria alliberar els vectors
d’aquest caricter imaginari amb qué apareixen incrustats en quaternions.
Aixi ho expressa, clarament, en la pregunta segiient [ibfdem]: *;Cal negar
als cartesians la idea de vector com a cosa sensible en la vida real, fins que
arribin a reconéixer en una escala métrica una certa arrel de —1 entre tot un
curiés conjunt d’aquestes?”.

Diguem, a guisa de conclusié, que Maxwell entengué clarament les idees
il-lustratives, vectorials, amagades en el cilcul de quaternions, i les difongué
impliament amb el seu Treatise. Perd les explotd amb massa timidesa,
potser per por de la innovacié matematica, o potser perqué no podia acabar
d’eliminar el caracter imaginari d’aquests vectors. Altres en rebran la inspi-
racié i duran a terme aquesta empresa de desplegar una pura ‘“‘doctrina dels
Vectors”.

3.2 Gibbs i les seves notes d’Anadlisi Vectorial

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), alumne i després professor de la
Universitat de Yale, fou el primer doctor en Enginyeria dels Estats Units
[WHEELER-1962, 32]. Es sens dubte al seu sentit practic d’america i d’engi-
nyer que hom deu la transformacié radical del Calcul de Quaternions en
Anilisi Vectorial. Els seus famosos treballs de Mecanica Estadistica foren
publica'ts a I’Académia de Connecticut cap als anys 1876-1878, perd no en

20. Que la recensio és de Maxwell ho testimonia MacFARLANE-1904 i KNOTT-1911, 1, 115.
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fou reconegut el mérit fins al cap d’uns quinze anys, quan Ostwald els féu
conéixer el mén alemany [cf. ibidem, cap. 6].

Les obligacions docents li exigiren que impartfs un curs, el 1877,
d’Electromagnetisme, per al qual empra el modern Treatise de Maxwell
[MAXWELL-1873a; cf. WHEELER-1962, 62]. Aquest text de Maxwell fa
que s’interessi pel cdlcul de quaternions que hi és emprat i que descobreixi
que “la idea de quaterni6 era totalment estranya al tema’’, cosa que el porta
a reelaborar des del comengament una versid exclusivament vectorial
d’aquest calcul. El 1879 ensenya Anadlisi Vectorial, com a métode matema-
tic de I’Electromagnetisme, i el 1881 imprimeix privadament unes notes
titulades ‘“Elements d’Analisi Vectorial” [GIBBS-1881]. Vegem, abans
d’anatlizar-les, com el mateix Gibbs ens en descriu la génesi en una carta del
1888 de la qual conservem I’esborrany [WHEELER-1962, 107-108]:

““El primer contacte amb els quaternions el vaig tenir llegint I’Electricitat
i Magnetisme de Maxwell, on s6n emprades sovint notacions quaternioni-
ques. Em vaig arribar a convéncer que, per tal de dominar aquests temes,
calia comengar dominant aquests métodes. Simultiniament em vaig adonar
que, per molt que aquests métodes fossin anomenats quaternionics, la idea
de quaterni6 era totalment estranya al tema. Respecte al producte de vec-
tors em vaig fixar que s’hi tractava de dues funcions importants (dos pro-
ductes) anomenades part vectorial i part escalar del producte, i que la unié
de - totes dues per a formar ’anomenat producte (total) no constituia cap
procés de la teoria com a instrument de recerca geomeétrica. I un altre cop,
en tractar de 'operador v aplicat a un vector, em vaig fixar que la part vec-
torial i la part escalar del resultat representaven operacions importants pero
que no semblava pas una idea vilida reunir-les (generalment per a tomar-les
a separar després). Aixd de fet no és res més que una repeticié de I’obser-
vacio anterior, car I’operador és definit per mitja de la multiplicaci6é de vec-
tors i doncs un canvi de la idea d’aquesta multiplicacié6 comportara un canvi
de I'is de l’operador v.

“Aixi doncs vaig comengar a trevallar ab initio I'dlgebra dels dos tipus
de multiplicacio, les tres operacions diferencials V (per aplicacié a un escalar
i per aplicaci6 a un vector segon dues operacions diferents) i aquelles fun-
cions, 0 més ben dit operadors integrals, que (sota certs limits) son I’invers
de les dites operacions diferencials, i que representen un paper important en
diverses especialitats de Fisica Matematica. A aquests temes fou afegit el de
les funcions lineals vectorials, que també és prominent en I’Electricitat i
Magnetisme de Maxwell.

“Tot aix0 al final vaig imprimir-ho, encara que mai no ho vaig pubhcar
Perd en vaig distribuir forca exemplars entre persones que a parer meu
podien tenir-hi interés. El meu retard i la meva vacil-laci6 en aix0 foren
principalment deguts a la dificultat de fer-me una opini6 sobre detalls de
notacioé, propiament menuderies, perd en els quals més val no introduir
canvis si no cal”.
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Aquestes notes ‘“‘impreses perd no publicades” [GIBBS-1881], encara
que escrites en un estil molt condensat, constitueixen el primer tractat
d’“‘andlisi vectorial”. En la impressi6 de 1881 constaven de dos capitols:
“Sobre I'dlgebra de vectors” i “Sobre el calcul diferencial i integral de
vectors”. En el primer hom estudia les operacions elementals: suma de
vectors, producte per un escalar i, sobretot, els dos tipus de producte de dos
vectors, que Gibbs anomena “directe” i “‘esbiaixat’ (‘“‘direct” i ‘“‘skew”) i
que avui anomenem producte escalar i vectorial. I hi introdueix adhuc, per
tal de distingir-los, els simbols avui usuals del punt i I’aspa (“a - ” i
“a 'x B”’). En el segon capitol hom introdueix les tres accions de ’operador
vectorial ‘“‘nabla”, amb aquest mateix terme, avui usual, i els teoremes
d’integracié de Gauss, Stokes i Green.

Tres capftols més seran afegits a aquests dos en la versié del 1884. Hom
hi estudia, tal com deia Gibbs a la seva carta, les “Funcions lineals vecto-
rials’’, a saber, alld que avui anomenem ‘“‘tensors”. Hom hi introdueix pri-
mer el parell de vectors o “dfade” (““dyad’) i després la combinacié lineal
d’aquests parells o “diadica” (‘“‘dyadic’), a saber, alld que ara anomenariem
tensors descomponibles o no-descomponibles respectivament. Aplica
aquests tensors especialment a I’estudi de rotacions i de tensions. I el breu
capftol final tracta de les funcions d’aquests tensors i dels ‘“‘bivectors” o
vectors amb components complexos.

Durant les dues darreres décades del segle Gibbs ana impartint cada cop
més sovint un curs d’Analisi Vectorial que arriba a constar de 90 llicons
[WILSON-1931]. Un alumne del seu curs de 1899-1900, E. B. Wilson, fou
encarregat per Gibbs de preparar I’edici6 d’un “Llibre de text per a us
d’estudiants de matematiques i fisica”, el titol principal del qual era “Anali-
si Vectorial”’ [WILSON-1901]. Aquest text hom pot dir que és la versio
publicada de les concentrades notes de Gibbs, per molt que Wilson hi hagi
introduit moltes modificacions, dividit en dos el capitol inicial i il-lustrat
amb una muni6 d’exemples geomeétrics o fisics cada un dels cap{tols.

Gibbs també publicd uns quants articles sobre el tema, dels quals n’es-
mentarem dos. Un que tracta en general “Sobre I’dlgebra multiple” [GIBBS-
1886], de la qual recull la historia, subratllant ’interés de I’obra de Grass-
man per tot alld que fa a fonamentacié geométrica, mentre que ‘‘en mecani-~
ca, cinematica, astronomia, fisica o cristal-lografia... rarament sera desitja-
ble I’analisi puntual de Grassman” [ibidem, 115]. L’altre article versa sobre
aplicacions astrondmiques, en concret ‘“Sobre la determinacié d’orbites el-
liptiques a partir de tres observacions completes” [GIBBS-1889]. Tal com
escriurd el mateix Gibbs [GIBBS-Papers 2,149]: “L’objecte del meu article
era de mostrar als astronoms, que s6n forga conservadors..., els avantatges
d’emprar notacions vectorials, que jo he aprés de Maxwell en alld que fa a
la fisica”. Aquest “métode vectorial de Gibbs’’ fou usat immediatament en
astronomia [BEEBE-PHILLIPS-1889].
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Mirant les coses fredament, aquests treballs de Gibbs que creen I’anilisi
vectorial no representen pas cap esforg revolucionari contra els treballs de
Tait i I’escola quaternionista. Les seves primeres notes, no n’hi ha dubte, no
ho pretenen, tal com ho testimonia la introduccié [GIBBS-1881, 17]: “Els
principis fonamentals de ’andlisi que presentem tot seguit son els mateixos
que ja son familiars als estudiosos dels quaternions, amb una forma lleugera-
ment diferent. La manera de desplegar el tema és una mica diferent de la
que hom segueix en els tractats sobre quaternions, car en el pla de I’autor
no cal emprar per a res el concepte de quaternid...”. Perd aquesta elimina-
ci6 del concepte de quaternié fou interpretada como una ofensa sacrilega
pels defensors del quaternionisme. Tait escrivi, en la introducci6 de la terce-
ra edicié del seu “Tractat elemental de quaternions’, preocupat per I’estron-
cament que veia del progrés quaternionic [TAIT-1867a, * 1890]: ¢...aquells
que treballent aquest tema han estat més atents a modificar-ne la notacio, o
la manera de presentar-ne els principis fonamentals, que no pas a estendre
les aplicacions del calcul. Adhuc el Prof. Willard Gibbs ha d’ésser considerat
un dels endarreridors del progrés quaternionic, degut al seu fullet sobre
Anadlisi Vectorial, una espécie de monstre hermafrodita que fa una barrija-
barreja de les notacions de Hamilton i de Grassman’’.

Gibbs no trigd a defensar-se, encetant aix{ a la revista Nature una llarga
discussié entre quaternionistes i vectorialistes [cf. BORK-1966; CROWE-
1967a, cap. 6]. A I’extens article d’abril del 1891 Gibbs respon directament
a la critica de Tait, mostrant com, de fet, es tracta d’una qiiesti6 de nocions
més que no de notacions i com, per a ’analisi vectorial, la nocié de quater-
nid és supérflua i la visié quaternionista relativa [GIBBS-1891a]:

“La vostra critica al-ludeix especialment a les meves notacions, perd em
fa ’efecte que sota el problema de les notacions s’amaga un problema, més
profund, de nocions. En efecte, si els meus disbarats solament haguessin
estat una qiiesti6 de notacid, descriure la meva obra com una monstruositat
hauria estat menys precis que no qualificar-ne de bast el vestit.

‘... No veig argument solid a favor de considerar el producte quaternio-
nic de dos vectors una nocié fonamental de ’anilisi vectorial... Igualment
pel que fa al quocient quaternionic i al quaterni6 en general.

““... Aquestes consideracions basten, a parer meu, per a mostrar que la
posicié del quaternionista no és I’inica des de la qual hom pot contemplar
el tema de I’analisi vectorial, i que un métode que des d’un punt de vista se-
ria monstrudés, pot ésser normal i inevitable des d’un altre...”

s curiés que en aquest context Gibbs faci notar, entre altres avantatges
de la formulacié vectorial damunt la quaternionica, el fet que aquella pot
ésser estesa facilment “‘a I’espai de quatre o més dimensions’ i aquesta no
[ibidem]. Aquesta afirmacié tan Obvia des de la nostra perspectiva fisica
actual llavors resultava inintel-ligible. Tait, en la resposta breu i immediata
a Gibbs, preguntd retoricament: ‘“;Queé tenen a veure els estudiants de
fisica, com a tals, amb un espai de més de tres dimensions?”’ [TAIT-1891].
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Perd el punt central de 1a nova critica de Tait és la manca d’originalitat,
car, segons ell, les “‘enginyos{ssimes notacions suggerides pel Prof. Gibbs”
condueixen més breument a ‘‘resultats ja obtinguts’’ [ibidem]. El mes se-
giient Gibbs tornara a insistir sobre el seu punt central de la inutilitat del
quaterni6é [GIBBS-1891b]:

“;Quina importancia tenen els avantatges aconseguits mitjan¢ant I's
del quaterni6?... En la majoria dels casos aquests avantatges son o dubtosos
o insignificants”.

La discussié entre ambdos punts de vista encara s’allarga tres anys. Hi
tercerejara Heaviside, que, a I’altra banda de I’Atlantic, havia seguit un cam{
analeg al de Gibbs.

3.3 Heaviside i el seu capitol d’Algebra i Andlisi Vectorials

Oliver Heaviside (1850-1925) era un londinenc de familia senzilla que
no arriba a fer-se una formacié universitaria. Als divuit anys comenga a
treballar de técnic de telégrafs [APPLEYARD-1930]. Pero els problemes
técnics de I'ofici 'inclinaren a I’estudi, a la publicacié d’articles de caracter
practic i, finalment, a una auténtica recerca. El 1873 li arriba a les mans
I’aleshores acabat de publicar Treatise de Maxwell, que ell haura de perfec-
cionar harmonitzant el tractament del camp eléctric i del magnétic i racio-
nalitzant el sistema d’unitats. Els seus treballs electromagnétics li valgueren
I’ingrés a 1a Reial Societat de Londres el 1891.

El mateix Heaviside reconstrueix I’itinerari que el porta de I’electromag-
netisme a una algebra de vectors obtinguda “mitjan¢ant I’eliminacié i la
simplificacié” de ‘‘la quaternionica’ de Hamilton i Tait. Amb la seva gracia
literaria, comencga amb la trista historia d’un xicot que, determinat a domi-
nar els quaternions, es reclou en els textos de Hamilton i sucumbeix en la
confusié d’aquells vectors de quadrat negatiu, tot per ‘‘haver encetat I’estu-
di dels Quaternions massa d’hora”. I continua [HEAVISIDE-1893a, vol. 3,
135-137):

“La meva propia introduccio a la quaternionica es produf d’una manera
molt diferent. Maxwell, al seu tractat, mostrava els resultats basics en forma
quaternionica. Vaig acudir al tractat del Prof. Tait per tal d’obtenir-ne in-
formacio i aprendre a treballar-hi. Vaig tenir les mateixes dificultats que el
jove traspassat, pero, deixant-les de banda, vaig poder veure que la quater-
nidnica podia ésser emprada de manera consistent en el treball amb vectors.
Ara, en posar-me a aplicar la quaternidonica al desplegament de la teoria
eléctrica, li vaig trobar molts inconvenients. La quaternionica, en els seus
aspectes vectorials, era antifisica i antinatural, i no concordava amb la mate-
matica ordinaria escalar. O sigui que vaig eliminar del tot el quaterni6é i em
vaig dedicar als purs escalars i vectors, emprant en els meus articles, a partir
del 1883, una algebra vectorial molt senzilla.

... Fins al 1888 em pensava que jo era I'inic que treballava explicita-
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ment amb vectors sobre principis fisics. Perd en aquest any vaig rebre un
exemplar de I’Analisi Vectorial del Prof. Gibbs (no publicat, 1881-4). Era
una mena de sinopsi concentrada d’un tractat. Encara que I’aparenga en fos
diferent, essencialment era la mateixa algebra i analisi vectorial a qué jo
havia anat a parar”.

En efecte, als seus articles d’electricitat, hi van apareixent esporadica-
ment elements de cdlcul vectorial inspirats en Maxwell i independents de
Gibbs. N’hi ha tres [HEAVISIDE-1882, -1883a, b] on apareixen respectiva-
ment: la nocié de rotacional (‘“‘curl”) definit per la seva integral de Stokes,
1a nocié de ‘“‘producte [escalar] de dues quantitats vectorials’ i I'operador v
amb les diverses aplicacions d’aquest (la “divergence’?! o “div”, el “‘curl” i
la “‘space-variation’). Al cap d’un parell d’anys uns altres dos articles
[HEAVISIDE-1885a, b] donen respectivament: la definicié6 de producte
vectorial (indicat amb el simbol V hamiltonid) i un primer resum del seu
“‘métode de vectors, que sembla que és I'inic métode apropiat™. En articles
for¢ca posteriors presenta altres resums del seu métode, que descriu aixi
[HEAVISIDE-1892, *529]:

“Es enterament basat en molt poques definicions, i pot ésser conside-
rat ... un métode cartesid de recerca sistematicament abreujat, i pot enten-
dre’l i emprar-lo practicament qui sigui que estigui acostumat a les coor-
denades cartesianes, sense cap estudi de la dificil ciéncia dels Quaternions.
Consisteix simplement en els elements dels Quaternions perd sense quater-
nions, amb la notacié simplificada tant com és possible i eliminant el
desagradabilissim signe menys dels productes escalars”.

A més d’aquests articles, reeditats tots junts el 1892 [HEAVISIDE-Pa-
pers], Heaviside ana publicant un famos llibre en tres volums, Teoria elec-
tromagnética [HEAVISIDE-1893a). El capitol tercer, ‘“‘Els elements de I’dl-
gebra i ’analisi vectorial” [ibidem, 1, 132-305], constitueix un tractat com-
plet i practic sobre aquest tema. Hi dedica unes vint pagines a definir la
suma i els productes de vectors, i unes cinquanta a definir-ne la integracio,
I’operador nabla i les diverses accions i teoremes d’integracié d’aquest. La
resta, gairebé cent pagines, és dedicada a aplicacions fisiques, que introduei-
xen tota una série de problemes electromagnétics, a partir de I’estudi d’un
solid elastic.

Aquest tercer capitol de la Teoria electromagnética de Heaviside és
responsable, juntament amb les notes d’Andlisi Vectorial de Gibbs, de
P’acceptacio dels vectors pel mén cientific. N’espipellejarem uns quants
fragments de les deu planes introductories i de les cinc pagines conclusives,
d’aquest capitol de Heaviside, que ens permetran de capir la tensié humana
d’aquesta acceptacié. També confiem que obriran la gana del lector d’assa-
borir més extensament I’estil deliciés de Heaviside, tan llunya de la conven-

21. Aquesta transformacié del nom “convergence” de Maxwell, obvia en canviar el signe del produc-
te escalar, ja havia estat duta a terme per CLIFORD-1878, 209.
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cionalitat d’un llibre de text i tan ple de tocs d’un humor que arriba a frec
de la ironia.

Després d’haver introduit les nocions d’escalar i de vector, relaciona la
seva algebra vectorial amb la de les coordenades cartesianes i conclou aixi
aquest apartat [HEAVISIDE-1893a, 134]:

“L’algebra vectorial és el llenguatge natural dels vectors, i ningi que
hagi arribat a aprendre-la (mentre no sigui massa tard de la seva vida) no
pensara mai recular de la vitalitat dels vectors a la complexitat morta del
sistema cartesia’.

L’apartat segiient es titula “‘Caracter abstrus dels quaternions, i compa-
rativa simplicitat que resulta d’ignorar-los” i hi comenca la polémica quater-
nidnica [ibidem]:

“Es clar que si suposem, tal com se sol suposar generalment, que I’alge-
bra vectorial és una cosa “terriblement dificil” [“awfully difficult”], que
comprén consideracions metafisiques de caracter abstrus, les quals només
poden ésser enteses completament per alguns metafisico-matematics consu-
madament profunds, com ara el Prof, Tait, per exemple. Bé, si fos aixi, no
hi hauria ni la més petita possibilitat perqué I’ilgebra i I’analisi vectorials
arribessin a ésser algun dia universalment utilitzables, i jo no estaria escri-
vint aix6 ni hagués persistit durant anys i anys en 1’is d’algebra vectorial per
a la teoria electromagnética —com un profeta cridant en el desert—. Conclo-
guem-ne, doncs, simplement, que jo crec que ’analisi vectorial és en cami
d’esdevenir quelcom d’universalment emprat en el treball cientific i que alld
que aquesta requereix no és “‘terriblement dificil””.

Aquf:repeteix la seva frase que diu que ell pretén un “tractat de Quater-
nions sense quaternions’, i en el paragraf seglient presenta aquest “‘allibera-
ment del quaternié” com I’alliberament d’una cosa idolatrica i tiranica
[ibidem, 136-137]:

“‘Quaterni6é’ fou definit, tinc entés, per una col-legiala com ‘‘una antiga
cerimonia religiosa”. Pero aix0 és totalment errat. Els antics —a diferéncia
del Prof. Tait— no coneixien ni adoraven els quaternions. El quaternio i les
seves lleis foren descoberts per aquell geni extraordinari de Sir W. Hamil-
ton...

“Ara bé, en un tractat de Quaternions el quaternié és I’amo i imposa
lleis al vector i a I’escalar. Tot gira al voltant del quaterni6... amb I’ajut de
la quantitat imaginaria +/—1... Aix0 va aix{ en el capitol segon del tractat
de Tait. Jo no I’he entés mai, me’l vaig haver de saltar’.

La disputa personal encara s’aguditza més a I’apartat segiient, expressi-
vament titulat “Tait contra Gibbs i Gibbs contra Tait”. Comeng¢a aixi [ibi-
dem, 137]:

“Considerats els deutes que he contret personalment amb el Prof. Tait
(malgrat aquest lamentable capitol segon), pot semblar ingrat que ara vingui
amb exigéncies. Pero és que tinc clavada al cor la difusié d’un coneixement
util d’analisi vectorial i elemental, de la mateixa manera que el prof. Tait hi
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té ’extensié de la teoria de quaternions. Pero a més el Prof. Tait ha adoptat
una actitud molt conservadora respecte al gran sistema de Hamilton”.

D’exemple d’aquest conservadorisme Heaviside cita les frases, que hem
recollit al paragraf precedent, on Tait titlla de “monstre hermafrodita” el
fullet de Gibbs. Al-ludeix a la “convincent defensa’ de Gibbs que, a parer
seu, “ha estat, de molt, qui ha argumentat millor, per bé que la contrarépli-
ca del Prof. Tait encara no és publicada”, i conclou, defensant Gibbs [ibi-
dem, 138]: ““... puc (i me n’alegro) expressar un acord general d’opini6 amb
ell sobre el quaterni6 i la relativa inutilitat d’aquest en I’andlisi vectorial
practica”. Per contra, no esta d’acord amb la seva notaci6 (Heaviside conti-
nua encaparrat a denotar el producte escalar sense cap signe i el vectorial
amb la V hamiltoniana).

Els dos darrers apartats d’aquesta introduccié son dedicats a justificar
“L’abolicié del signe menys dels quaternions’ i la convencid, avui encara
vigent, d’imprimir els vectors en negreta. A parer seu hom no ha pas d’em-
prar, tal com ho fan Hamilton i Tait, I’alfabet grec, car “no hi ha gaires
estudiants de grec i de fet molta gent pensa que ja és hora que les llengiies
mortes siguin enterrades” [ibidem, 140]. I hom encara ha d’emprar menys,
tal com ho féu Maxwell, I’alfabet gotic [ibidem]:

“Maxwell emprava lletres alemanyes o gotiques. Aix0 fou una eleccid
desafortunada, ella sola suficient per a prevenir els lectors contra I’analisi
vectorial... Algunes lletres d’aquestes son tan semblants que cal exami-
nar-les detingudament amb lupa per tal de distingir-les... Perd a part
d’aix0, les seves fioritures de tipus ornamental van contra la legibilitat...
So6n una reliquia del monacat medieval, totalment inadaptada als nostres
dies™.

Emprar el mateix alfabet llati crea confusié entre vectors i escalars i per
aixo, ens diu, “finalment vaig trobar la salvaci6 en el tipus de lletra negreta
[“Claredons’] i vaig introduir-ne I’is per als vectors’ [ibidem, 141]. I cita
el seu article del 1886 on aquesta convencié és emprada per primera vegada.

Cap al final del capitol, abans de tornar-lo a resumir, insisteix perqueé
hom torni a llegir, amb més coneixement de causa sobre els vectors, aques-
tes pagines introductories. I el darrer apartat es torna a acarnissar en la
polémica. El titol n’és “Inconveniéncia dels quaternions per a les necessitats
del fisic. Axioma: El que ha estat un Vector, sempre serda un Vector”
[“Once a Vector, always a Vector’]. Hi presenta aixi la situacio [ibidem,
301-302):

«... Es sabut que ... el Prof. Tait diu als fisics que els quaternions sén
justament allo que ells necessiten per a llur objectiu fisic. També és sabut
que els fisics, amb gran obstinacid, han estat meticulosos ... a I’hora de no
voler saber res dels quaternions... Hom intenta apedagar-los, per fer-los una
mica més intel-ligibles, amb un gran disgust del Prof. Tait, que voldria pre-
servar el corrent quaternionic pur i incontaminat. Ara bé, qui té rad, el
Prof. Tait o els contaminadors? Hi ha opinions diverses. La meva és que la
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resposta depén totalment del punt de vista.

“‘Si prescindim de les aplicacions practiques a la Fisica, i ens mirem els
Quaternions Gnicament des del punt de vista quaternionic, llavors el Prof.
Tait té rad, absolutament tota la rad, car el tractat de Quaternions ofereix
- una manera Unica, simple i natural de tractar quaternions. Observeu el
subratllat.

“... Perd quan el Prof. Tait es vana de quant perfectament adaptats i
naturals sén els quaternions per a us dels fisics en llurs recerques, crec
que va totalment equivocat...”.

Conclou, finalment, amb un parigraf tan modest com agressiu, que la
historia ha confirmat en totes les seves frases [ibidem, 305]:

“Confio que el capitol que estic concloent pugui servir de tapaforats
fins que hom hagi arribat a escriure tractats vectorials normals, aptes per als
fisics i basats en un tractament vectorial dels vectors. Els quaternionistes
volen arraconar els “‘entrebancs cartesians”, que diuen ells. Aix0 es pot fer
amb els quaternions, per6 fer-ho amb els vectors seria una equivocacio greu.
El meu sistema no és ni de bon tros hostil al sistema cartesia, n’és la ma-
teixa esséncia’’.

Hom pot comprendre que aquestes agressions polémiques de Heaviside
rebessin una resposta. De fet ja n’havia rebut un article anterior [HEAVI-
SIDE-1892], enviat directament a Tait. Aquest, en una carta a Nature
[TAIT-1893a], al-ludint als esforcos de Gibbs i Heaviside, reafirma “la
necessaria impoténcia i ddhuc la inevitable feixuguesa de qualsevol sistema
de la (pretesa) Anadlisi Vectorial que no reconegui com a caracteristica més
important el producte (o el quocient) de dos vectors, és a dir, el quaterni6é”.
I explica aixi la seva impressié de I’article de Heaviside:

“Vaig trobar que no solament havia de desaprendre els Quaternions
(contra els quals hi s6n afirmades moltes coses), sind que a més havia
d’aprendre una nova i desmanyotadissima parddia de notacions que m’erem
ben familiars... Arribat en aquest punt, em vaig limitar a deixar-lo”.

Heaviside respon amb una altra carta a Nature, ‘“‘Vectors contra Quater-
nions” [HEAVISIDE-1893b], en la qual descriu aix{ al-legoricament I’estat
d’alarma provocat per ell mateix:

“La calma i la pau quaternidoniques han estat pertorbades. A la ciuta-
della quaternionica, hi regna la confusid: alarmes i corregudes, i tirades de
pedres i vessament d’aigua bullent damunt les hosts invasores. ;Quina altra
cosa, si no, significa aquesta carta?”.

No acaba pas aqui la disputa puablica [cf. TAIT-1893b, HEAVISIDE-
l893c] Pero el fet és que la historia dona el triomf a les hosts invasores. El
1910 ja havien aparegut deu llibres vectorialistes, que reforgaren les notes
de Gibbs i el tapaforats de Heaviside [cf. FOPPL-1894, WILSON-1901,
BUCHERER-1903, GANS-1905, JAHNKE-1905, VALENTINER-1907,
SOMOFF-1907, BURALIFORTI-MARCOLONGO-1909, COFFIN-1909,
IGNATOWSKY-1909].
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4. Reflexions finals

Dirigim una mirada de conjunt a la nostra historia. Els vectors son
albirats com peces basiques ffsiques o geométriques, préviament a tota re-
presentacié vectorial dels nombres complexos. Perd només seran concebuts
com a quantitats capaces de suma i de producte mitjangant el calcul de
quaternions, complexificaci6 (dimensional i metafisica) de 1’dlgebra com-
plexa. Simplificar aquest cdlcul i transformar-lo en anilisi vectorial fou una
batalla diffcil, guanyada gracies a I’exigéncia practica de les aplicacions
fisiques. Aquest procés pot inspirar reflexions generals sobre la historia de
les ciéncies.

Les ciéncies avancen seguint camins tortuosos. La historia de les cién-
cies és profundament didictica, perd no pas immediatament didactica. La
nostra historia ens pot ajudar a entendre millor i a ensenyar més humana-
ment ’analisi vectorial. Perd fora absurd que per a aprendre aquests concep-
tes obliguéssim els nostres alumnes a recérrer el llarg itinerari que segui la
humanitat en conquerir-los.

El progrés cientific és dut a terme amb canvis, revolucions, de certs
marcs conceptuals. Parlar d’un producte no commutatiu o, gairebé quaranta
anys més tard, d’un producte el resultat del qual no és homogeni amb els
factors, implica el canvi de pressuposicions basiques que semblaven indiscu-
tibles. Per molt que siguin micro-revolucions, sén canvis bruscs de “‘punt de
vista”, “traduccions’ que provoquen una tensid psicologica i social.

Els canvis cientifics, adhuc els més assenyadament acceptats, sempre
costen algun sacrifici. Pocs fisics avui saben qué és un quaternié, mentre
que tots manegen habilment els vectors. Confiem que aixo hagi col-laborat
al progrés de la fisica. Perd estem convenguts (amb Tait i adhuc amb Gibbs
i Heaviside) que el quaterni6 té una estructura formal més perfecta. Avui és
anomenada estructura de “‘cos’.

Entre els criteris per a acceptar assenyadament un canvi cientific hi ha
la senzillesa i la promesa de futur. Aquests sén els que sembla que feren
triomfar els vectors. Simplicitat intuitiva que avui veiem com I’“esséncia
mateixa” de I’espai métric. I promesa satisfeta no solament en la teoria de
camps siné també en I’espai de Minkowski de la fisica relativista, i adhuc en
els espais de Hilbert de la fisica quantica.
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